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CAPITOLUL 2

SERIT FOURIER

2.1. Serii trigonometrice. Serii Fourier

Fie functia f :[a,b] > R. Reamintim cd punctul x, €[a,b] se numeste punct de
discontinuitate de prima speta al functiei f dacd limitele laterale f(x,—0) si f(x,+0)
existd si sunt finite.

y Definitia 2.1.1. Functia f :[a,b] > R se numeste

continud pe portiuni daca este continua pe [a,b] cu exceptia unui

numadr finit de puncte de discontinuitate de prima speta (fig. 1.1).
O astfel de functie este integrabila.
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Reamintim ca functia f:R — R este periodica de perioada T’
daca f(x+T7)=f(x), VxeR.

Fig. 1.1

Lema 2.1.1. Fie f:R — R o functie periodica de perioada 2 . Atunci

a+2r T

[ feryde= [ £orde.

Demonstratie. Pentru aceasta este suficient sa observam ca

a+2rw T

[Fac= [ reacs [ fedes [ F@ds.

a+2rw

Cu schimbarea de variabild x =¢— 27z , obtinem

V4

[ feode= [ roa==] o,

deci

jff(x)dx%— ]Ef(x)dx:O,

a+2rw

de unde rezulta lema. m

In general, daca f are perioada T, atunci
a+T T

[ feodx=] fx)dx .
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Definitia 2.1.2. Fie («,) ., (8,),>; doud siruri de numere reale. Seria de functii
%+Z(an cosnx + 3, sin nx) (1)
n=1

se numeste serie trigonometrica de coeficienti ,, n=20, £, n>0. Sumele partiale ale unei
astfel de serii de functii
Qay ~ )
—+ Z(ak cos kx + f3, sin kx)
2 i3
se numesc polinoame trigonometrice.

Definitia 2.1.3. Fie functia /' : R — R, periodica de perioadd 27, continud pe portiuni
pe orice interval compact si fie

a, =l Jf(x)dx , a, =l '[f(x)cosnxdx, b, =l If(x)sinnxdx, nx>1.
4 - 4 - 4 -
Atunci seria trigonometrica
ay

> + z (a, cosnx + b, sin nx) (2)

se numeste seria Fourier atagata functiei f , iar coeficientii a

n=l

b, se numesc coeficientii

n?o

Fourier ai functiei f .

Definitia 2.1.4. Functia f :[a,b] > R se numeste continuu diferentiabila pe portiuni
(sau neteda pe portiuni) pe [a,b]dacd este derivabild pe [a,b] cu exceptia unui numar finit
de puncte si ' este continud pe [a,b] cu exceptia acestor puncte in care are limite laterale
finite.

Teorema 2.1.1. (Dirichlet). Fie f:R — R o functie periodica de perioada 2r ,
continuu diferentiabila pe portiuni pe orice interval compact [a,b] c R . Atunci seria Fourier
(2) este convergenta pe R si avem

a—°+Z(an cosnx +b, sinnx) = f(x—O);f(x+0) , VxeR,
n=1

unde

a, :lj-f(x)cosnxdx, neN, b, :ljf(x)sinnxdx, neN".
T=: T

Observatia 2.1.1. Daca, in plus, f este continud pe R , avem

f(x) = "7°+ 3 (a, cosnx+b, sinnx), VxR
n=l1

( f se dezvolta in serie Fourier pe R ).

Observatia 2.1.2. Dacd functia f este pard, atunci b, =0, ne N". Daca functia f

este impard, atunci @, =0, neN.
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Exemplu. Si se dezvolte in serie Fourier pe intervalul [-z,7] functia f(x) = x".
Fie /" :R — R, functia obtinuti prin prelungirea prin periodicitate, cu perioada
T =2r,afunctiei f . Deoarece functia este pard, coeficientii b, sunt nuli. Vom calcula

coeficientii a,. Avem:

V4 3
2
Ixzdx: ,
K 3
T
T sinnx|” 27
J‘x2 cosnxdx = x* ——jxsinnxdx:
- n - n—oo
2 cosnx|” 1% 4r(-1)"
=——|—X +—Icosnxdx =#, n>1.
n n S [ n
N . 27 -1 )
In consecintda a, =——, a :4-u, b =0, n2>1,deci
5 0 3 n 2 n

2 n

= (=1

x2=%+4'§ ( 2) -cosnx, Vx e[, x].
n=l1 n

In particular, pentru x = 7 obtinem o identitate cunoscuta, datorata lui Euler:
0 1 B 7[2
276

n=1 1

Teorema 2.1.2. (Fejér). Fie f:R — R o functie continud, periodica de perioada
2r,

a C .
s, :70"‘2(% coskx+b, sinkx), neN
k=1
si sumele Fejér de ordinul n
So+8 o ts,

o

n

.
,neN .
n

Atunci sirul de functii (o), converge uniform la f pe R.

Teorema 2.1.3. (Weierstrass). Fie f:R — R o functie continua, periodica de
perioada 27 . Atunci pentru orice & >0 exista un polinom trigonometric T, astfel incdt

|r-T.

<¢&.

Demonstratie. Fie m_, € N astfel incat Hap -f H < &, pentru orice p > m, . Putem alege

T =0, ,unde o, estedatde Teorema lui Fejér. m

& m, m,

Teorema 2.1.4. (Weierstrass). Daca functia f :[a,b] > R este continua, atunci

pentru orice & >0 exista un polinom algebric P, astfel incat || - Pg” <E&.

&
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Demonstratie. Pentru inceput, fie f :[0,27] - R o functie continua care satisface

f(0)= f(2r)si f prelungirea prin periodicitate pe R a functiei f . Conform Teoremei

2.1.3, pentru orice ¢ >0 existd un polinom trigonometric 7, astfel Incat

=< e

p
T, :%+Z(ak coskx + [, sinkx) .
k=1

Dezvoltand in serie functiile cos si sin, rezulta ca existd un rang m, astfel incat
mé’
k
T, — z a,x
k=1
m,
Notand P.(x) = Za X", rezultd ci
k=1

|f -~
Sa presupunem acum ca functia f nu mai satisface conditia f(0) = f(27), deci
f(0)# f(2x). Consideram functia continua

g:[0,27]> R, gx)=f(x)+
Atunci g(0) = f(0), g(27) = f(0), deci g(0) = g(2x) . Conform celor de mai sus,

pentru orice ¢ > 0 existd un polinom P, astfel incat || g—-P

&

£
<—.
2

<é&.

S(0)-fQ2x) .
2 '

< &, adica

f(x)+wx—ﬁ(x) <g, Vxel0,2x].
V4

Notand Q, (x) =P, (x) - wx , rezulta ca
T

lr-0.

In sfarsit, fie f :[a,b] - R o functie continua si

<é¢&.

hi[027] > [a.b].  h(t)=a+2=%
27

Evident, 4 este un homeomorfism. Consideram functia g:[0,27] > R,
g(t)= f(h()), Vt €[0,27]. Tinand seama de cele de mai sus, rezulta ca pentru orice & >0

existd un polinom P, astfel Incat || g—P.|<¢,adica

[f(h(e) - P.(0] <&, Vi [0.27].
In consecinta,

f()=P.(h7 (x))| < &, Vx €[a,b].
Notand Q, = P.oh™', rezultd ca

lr-0.

<é.n
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2.2. Serii Fourier generalizate

Fie (H,<->) un spatiu prehilbertian real si fie {e,,e,,...,e,,...} un sistem ortonor-
mal de elemente din H . Asadar avem:

1, dacdi=j
<e,e; >=0, = .
' 0, dacai#j
Fie x € H oarecare. Coeficientii Fourier (generalizati) ai lui x in raport cu sistemul

ortonormal {e,,e,,...,e,,...} se definesc astfel:
*
&, =<x,e,>,neN, (1)
iar seria

See, . ®)

n=1

se numeste seria Fourier atasata lui x in raport cu sistemul ortonormal {e, ,e,,...,e, ...} .

Teorema 2.2.1. <

n
xX— Zciei

i=1

n
X = Zé:iei

i=1

, Ve,eR,1<i<n.

Demonstratie. Intr-adevar:
n 2 n n
x—Zciei :<x—Zcie[,x—chej >=
i=1 i=1 j=1
P n n P n n
_ 2 2 2
=l 22 g+ el =+ 2 -6 - 287
i=l i=l i=l i=l1

Asadar, avem
2

= Yee| =+ Y-8 =28 ®

Evident aceastd expresie este minima dacd ¢, =&, , 1 <i <n.Rezulta ca

n n
X — Zﬁiei <x- Zciei
i=1

i=1

,Ve,eR,1<i<n.m

Corolarul 1. Daca &,, ne N, sunt coeficientii Fourier ai lui x in raport cu sistemul

ortonormal {e,,e,,...,e, ...} , atunci are loc inegalitatea lui Bessel:

e <l )

Demonstratie. Din (3) rezulta ca

n 2 b n
2
x=D el <[oT =287
i1 i1

0<

deci
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n

2.6 <

i=1
Facand n — oo, se obtine (4). m

Definitia 2.2.1. Sistemul ortonormal {e,},., se numeste inchis daci Sp({e,},.,) este

dens In H , deci daca pentru orice x € H siorice ¢ >0 existd ¢,c,,...,c, € R astfel incat

Teorema 2.2.2. Daca sistemul ortonormal {e,}, ., este inchis atunci are loc

identitatea lui Parseval:

b =3 ©)

Demonstratie. Este suficient sa aratam ca
.
<38 (6)
i=1
Fie £ > 0. Atunci existd ¢,,c,,...,c, € R astfel incat
n
X — Z c,e,
i=1

Din (3) obtinem

n
x— Zciei

i=1

<¢&.

n

= ”x”2 +;(ci _é:i)z _Zé:iz 2 ”x”2 _Zl:égiz .

i=1

&t >

Asadar

n

Déi+et >
i=1
Cum ¢ este arbitrar, facand n — oo, rezulta (6). m

Definitia 2.2.2. Un sistem ortonormal {e, } ., se numeste complet (total) daca orice
x € H care satisface & =< x,e, >= 0, pentru orice i € N*, coincide cu elementul nul din H ,

deci x=0,.
Teorema 2.2.3. Orice sistem ortonormal inchis este complet.

Demonstratie. Deoarece &, =0, Vie N, din egalitatea lui Parseval rezulti ca x=0,, .

Afirmatia reciprocd nu este adevarata in general. Se poate ardta ca Intr-un spatiu
Hilbert cele doua notiuni coincid.
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Fie [a,b]— R. Vom nota cu C ([a,b]) spatiul vectorial al functiilor continue pe
portiuni pe [a,b] care satisfac

f(x)=%'[f(x—0)+f(x+0)], Vx €la,b].
Evident C([a,b]) = 5([a,b]) . Pe 5([a,b]) definim urmatorul produs scalar

< f.g>= [ f(D)gx)dx, ¥f,g € C([a,b)).

Intr-adevar, se verifici usor ci daci f, g, fi.f, € 5([a,b]), atunci:

<fitf.8>=<f,g>+<f,,g>,
<of,g>=a< f,g>, VaelR,

<f’g>=<g’f>7
<f,f>=0.

Vom ardta acumca din < f, f >=0, rezultd ca f =0. Sa presupunem ca
b
j FA(x)dx=0.

Fie Ata=x,<x, <..<x,_, <x, <..<Xx, =b odiviziune a intervalului [a,b], astfel
incat functia f* este continua pe intervalul (x,_,,x,). Consideram functiile
g :x_,x]>R,1<i<n,

f(x,,+0), dacax=x,,

g(x)=9/(x), dacaxe(x,,x),

f(x,=0), dacd x = x,.

Functia g, este continua pe [x, ,x,] 51 0 = I fH(x)dx = I g7 (x)dx . In consecinta

g,(x)=0, Vxe[x,,,x;],dect f(x)=0, Vxe(x,_,x;), f(x_,+0)=0, f(x,—0)=0.
Atunci pentru orice i,1<i<n—1,

f@J=%Lﬂ%—®+fwﬁﬂﬂ=0

Prin urmare f(x) =0, Vx €[a,b].

fn concluzie, C([a,b]) este un spatiu prehilbertian.

Fie acum spatiul prehilbertian H = C([-7,7]) Sa considerdm in acest spatiu sirul de
functii trigonometrice
1, cos x, sin x, cos 2x, sin 2x,..., COS nx, Sin nx,... . (7)
Se deduc cu usurinta urmdtoarele formule importante:

Tl-dx=27z, (3)
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T

[cosmxdr=0, meN, 9)
jsinmxdxzo, meN', (10)
i 0, dacam#n .

Icosmx-cosnxdx: 5 , mneN | (11)
7 7, dacam=n

T . 0, dacim#n .

Js1nmx~smnxdxz § , mneN (12)
it 7, dacam=n

Isinmx-cosnxdxzo, mneN". (13)

-

Sa dovedim, de exemplu, (11). Daca m # n, atunci din egalitatea
1
COS MX - COS X = 5 [cos(m +n)x + cos(m —n)x],

rezulta ca

s

-sin(m —n)x

-sin(m + n)x

}o.

jcosmx-cosnxdx:l-|:

2 |m+n

- -

De asemenea

V.4 Vi

J-cosz mxdx=l- I(l+cos2mx)dx =l-(x+i~sin2mx)
2 ° 2 2m

-7

=7.

-

Din egalitatile (8)-(13), rezulta ca sirul (7) este un sistem ortogonal. Pe de alta parte,
cum || f || =./< f, f >, din aceste egalitati rezulta ca
| :||sinnx||:\/;, neN".

In consecinté sistemul de functii

1 |
COS X, —=sin x, €08 2x, —=sin 2x,..., ——= COS X, —=Ssin nx,... . (14)
NeY A N7 N7 N7 A\ N7

este un sistem ortonormal de functii.
Fie a,,b,, coeficientii Fourier din Teorema lui Dirichlet. Notdm cu

n?
€y, €y,d,,¢y,d,,...c,,d,,

no

coeficientii Fourier generalizati in raport cu sistemul ortonormal (14). Atunci:

PV NG B _ |z
c0_<f,ﬂ>_m_jﬂf(x)dx \an

c, <f\/_cosnx>— | J.f(x)cosnxdxzx/;-an,neN,
Jr e

d smnx>—\/_.[f(x)smnxdx \/_bn,

n < f \/_

Inegalitatea lui Bessel devine
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%aé +xy (al +b))< [ f7 ()dx
n=1 -
sau
%aé +> (a2 +bf)s%.|.f2(x)dx. (15)
n=1 -

Se poate ardta ca sistemul trigonometric (14) este inchis. Rezulta ca are loc egalitatea
lui Parseval, adica

%ahg(a%bj)ﬁiﬁ(x)dx. (16)

Exemplu. In cazul functiei [ :[-7,7]—> R, f(x)= -e", coeficientii Fourier

2shr
sunt
(_1)” n+l *
a, =1,a = , b, =(-1 . ,neN .
0 " 1+n’ - 1+ n?
Pe de alta parte

% hr

2(x)dx = ¢ .
_‘[{f ) 2shr

Din egalitatea lui Parseval obtinem
1 i 1 nchrx
~1+n* 2shm’

2
de unde rezulta ca

i 1l rmchr-shr

“+n’ 2shr

2.3. Serii Fourier pentru functii periodice de perioada T =21

Fie f:R — R o functie periodica de perioada 2/, continua pe portiuni, 2: R - R,
h(t)= L t si g:R—>R, g=foh.Functia g este periodicd de perioada 27 .
T

Intr-adevar
g(t+2r) = f(h(t+27))= f(it + 21) = f(iz) =g(t), VteR.
V4 /4
Daca f este continuu diferentiabila pe portiuni pe orice interval compact din R ,
atunci i g are aceasta proprietate. Daca, in plus, f* este continua, din Teorema lui Dirichlet
rezulta ca
g(t) = %)+ Z(an cosnt+b, sinnt), VieR,

n=1

unde
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n

a, =ljg(t)cosntdt, neN, b =ljg(z‘)sinntdt, neN".
T T,

V1 :
Cum t = 7x, obtinem

f(x)= a—0+2(an cos%erbn sin%x), VxelR,
n=1

unde

I l
a, :%-J-f(x)cos%xdx, neN, b, :%-J‘f(x)sin%xdx, neN".
— —l

Exemplu. Sa se dezvolte 1n serie Fourier pe intervalul (-/,/) functia f(x)=x.

Functia fiind impara, rezultd cd a, =0, n e N. Prin calcul obtinem
2/
b,, — _(_1)n+1 .
nrx
Atunci

20 &) onx
x=—:) ——-sin—ux, xe(-/,0).
V4 ,,Z:‘ n / =L
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ECUATII CU DERIVATE PARTIALE DE ORDINUL AL DOILEA

3.1. Clasificarea ecuatiilor cu derivate partiale cvasiliniare de ordinul al
doilea

Formularea matematica a unor probleme fizice conduce la ecuatii cu derivate partiale
de ordinul al doilea. Multe astfel de ecuatii intdlnite in fizica si tehnicad sunt ecuatii liniare in
raport cu functia necunoscuta si derivatele partiale ale acesteia sau pot fi aduse la aceasta
forma in urma unor aproximatii convenabile. In acest capitol ne vom ocupa de ecuatii cu
derivate partiale de ordinul al doilea pentru functii de doua variabile.

Definitia 3.1.1. Fie Q c R? o multime deschisd. Se numeste ecuatie cvasiliniard de
ordinul al doilea o ecuatie cu derivate partiale de forma

0’u 0’u o’u ou oOu
A(x,y)- +2B(x,y)- +C(x,y)- +D| x,y,u,—,— |=0, 1
(x,7) = (x,¥) oxdy (x,¥) o (xyu o 8y] (D

unde (x,y)eQ, A>+B>+C* %0 pe Q, 4,B,C sunt functii continue pe Q, iar functia D

este continuii pe Q. Necunoscuta este functia u e C *(Q) .

Vom incepe cu clasificarea acestor ecuatii. In acest scop vom determina formulele de
transformare a coeficientilor ecuatiei (1) la o schimbare a variabilelor independente x, y .

Fie Q,Q, < R’ multimi deschise si fie F:Q — Q,, definiti astfel:
F(x,)=(&(x,y),m(x,)), ¥(x,y) € Q,

cu proprietdtile:
a) F este bijectiva;

b) FeCl(Q);
% o5
ox oy

c) detJ,(x,y) = (x,y)#0, V(x,y) e Q.
on on
ox Oy

Fie acum functia v=uo F~' :Q, — R. Atunci u =vo F, deci

u(x,y) = W&0x )n(x, ). b)

Cu aceastd schimbare de variabile, ecuatia (1) se va transforma intr-o noud ecuatie cu
derivate partiale pentru functia v. Reamintim formulele de derivare a functiilor compuse
invatate la cursul de Analiza matematica:
ou_ov 0 v on

& O ox on ox’
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13

u _ ov 8§ ov dn

oy o0& oy 877 oy’

ov 8§+8v o’n

o’u 0% (6§j i o%v 8_§6_f7 82 [@j
o 85 oson ox Ox 677 Ox

u _ v o o | 2y (ag on , o an}

85‘ o’

ox Oy 8y ox

oxoy 0E° ox Oy 8§8n

on ox*’

o*v on on , ov 6§+ '
on® ox oy 8§ oxoy 0On 8x8y

du_ o 86 v 0z o Py (on) v 7 o o
o o0& 65677 o o on* \av) of o’ on ot
Inlocuind in (1), obtinem
. o%v . 62v ov ov
A ? ) +2B 4 ) s 9 Vo—, )= 3
(&) oc (&,m) o on C'(&n o8 on )= 3)
unde
2
ox ox Oy oy
B*:A'%'@-FB' %@.}.a_g@ +C.%.%, (5)
ox Ox ox Oy Oy Ox oy Oy
C =4 [a”j +25.91.91, ¢, an) (6)
ox ox Oy oy

Se constata ca

% %
*2_ *. o 2 .ax ay
(B’ -A4"-C" =(B AC)@@
ox Oy

Asadar, in urma schimbirii de variabile, expresiile B> —A4-C si (B’ -4 -C
pastreaza acelasi semn sau sunt in acelasi timp nule. In consecintd, ecuatiile cu derivate

partiale de ordinul al doilea cvasiliniare se clasificd in modul urmaétor.

Definitia 3.1.2. Daci B’

—A-C >0, ecuatia se numeste de tip hiperbolic, daca

B> —A4-C =0, ecuatia se numeste de tip parabolic, iar daci B> — A-C <0, ecuatia se

numeste de tip eliptic.

Mentionam ca terminologia aceasta este pur conventionala.

Subliniem ca aceasta clasificare depinde de punctul (x, y), deoarece semnul expresiei
B> — 4-C depinde de punctul (x,y) € Q. Prin urmare, ecuatia (1) poate si nu aiba acelasi tip

pe intreg domeniul Q.

Exemplu. Ecuatia lui Tricomi
o’u Ou
Voot 7=0,
ox° Oy
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este de tip mixt. Dacd y <0 ecuatia este de tip hiperbolic, daca y > 0 este de tip eliptic, iar
daca y =0 ecuatia este de tip parabolic. Aceastd ecuatie apare in aerodinamica. Domeniul
hiperbolic (y <0) corespunde miscarii subsonice, iar domeniul eliptic (y >0) descrie
migcarea supersonica.

Definitia 3.1.3. Se numeste curba caracteristica a ecuatiei (1), orice curba plana de
clasiC ', nesingulara, I’ c Q, de ecuatie ¢(x,y) = 0, care satisface ecuatia

2 2
A.[é‘_co] 1025.992 00 (00} _\ )
ox ox Oy oy

Fie M,(x,,y,) un punct fixat al curbei caracteristicel'. Curba fiind nesingulara,

. 0 . e, .
putem presupune ca g(xo, ¥,) # 0. Conform teoremei functiilor implicite, in vecindtatea

punctului M, curba are ecuatia y = y(x). Din relatia ¢(x, y(x)) =0, rezultd ca

op  Op
it it =0, 8
o oy y'(x) (8)

deci

ox oy
Inlocuind in (7), obtinem

Ay (x)-2B-y'(x)+C=0. 9)
Aceasta este ecuatia diferentiala a curbelor caracteristice ale ecuatiei (1).

0 op
L=-2Ly(),

Observatia 3.1.1. Coeficientii 4, B, C ai ecuatiei (1) nu sunt simultan nuli. Putem
presupune ci A # 0. Intr-adevar, dacd 4=0 si C # 0, schimband x cu y obtinem o ecuatie
incare A#0.Daca A=C=0, atunci B # 0, schimbarea de variabile x'=x+y, y'=x—-y

conducandu-ne la o ecuatie cu 4 #0. De fapt, in acest ultim caz, dupd cum se va vedea
ulterior, ecuatia (1) are deja forma canonica, deci nu mai este necesara nici o schimbare de
variabile.

Asadar, ecuatia (9) este o ecuatie de gradul al doilea in y'(x). Fie

V(@) = A, ) 0
o solutie a ecuatiei (9) si ¢(x,y)= C solutia generald a ecuatiei diferentiale (10). In ipoteza
ca 6_(0 # 0, avem
Oy
op
V() ==L = Ax, ).
% s
Oy

Tinand seama ca A verifica ecuatia (9), deducem ca

2 2
A(a_(DJ +23.a_€0.a_¢+c. 9 =0,
ox ox Oy oy
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deci ¢(x,y) = C este o curba caracteristica a ecuatiei (1).

3.1.1. Ecuatii de tip hiperbolic

In acest caz, din ecuatia (8) rezulti

, B++vB*-AC

V= y (11)
si
, B—\B*-AC
= ~ . (12)

Fie curbele caracteristice ¢,(x,y)=C, si ¢,(x,y)=C,, solutii ale ecuatiilor
diferentiale (11) respectiv (12). Cu schimbarea de variabila

{Cf = ¢ (x, y)
77 = (02 (xv y) ’
rezulti cd 4" = C" =0, deci ecuatia (3) devine
" 2y ov
ZB 5 D s 5 Vo——)=
(& m)- 5 on (&.m 523 )
care se mai scrie sub forma
0% ov
D (989 nv,— _) - (13)
o0& on o0& on

Aceasta este forma canonica a ecuatiilor cu derivate partiale de tip hiperbolic.

Exemple. 1) Sa se reduca la forma canonicd urmatoarea ecuatie cu derivate partiale
o’u o’u
x’ — Y —=0.
Ox o’
In acest caz A(x,y)=x>, B(x,y)=0, C(x,y)=—y". Avem B> -A4-C=x"y" >0,
deci ecuatia este de tip hiperbolic n orice domeniu care nu intersecteaza axele de coordonate.

Conform (9), ecuatia diferentialé a curbelor caracteristice este
2 12

(x)-y" =
Rezolvand aceasta ecuatie, obtinem j'= 2 si y'= —Z, care prin integrare dau
X X
xy=C, Y- C, . Facem schimbarea de variabile
X
S =xy
n==
X
Obtinem
ou ov ou _ov 1 ov
- (_l) - - _ =

ox g on’ oy 65 x o’
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82_u_ , 0% 2y2 o%v N ¥ o0 N 2y oOv
ox’ 0&* x> o&on x* ot X o¢
ou , 0%y o%v 1 &%
TN ot twa
oy o0& o&on x On
In consecinti, forma canonici a ecuatiei este
v 1 ov

2) Sa se afle solutia ecuatiei cu derivate partiale
2 2 2
0u,p.0u 30U
ox Ox0y oy

care satisface conditiile u(x,0) =3x?, Z—M(x, 0)=0.
Y

Mai intéi, determindm forma canonica a ecuatiei cu derivate partiale. Conform (9),
ecuatia diferentiala a curbelor caracteristice este

¥ (x) =2y (x)-3=0,
de unde obtinem y'=3, y'=-1. Integrand, rezultd 3x-y=C,, x+y=C,. Facem
schimbarea de variabile
§=3x-y
{n:x+y'
Obtinem
ou ov 0ov ou ov  ov
—=3—+—, —=—-—+—
ox o0& On oy o0& oOn
0’u o%v 6 o’y o%v 0’u _ 3 o%v ) o0%v o’y

2 9 7t 47 - 7t T2
ox o0& o0& on oOn ox0y o0& o0& on oOn
o’u 0% o’v o

=—"2 +—.
oy° 0957 05 on On

Atunci, forma canonica a ecuatiei este

v
ogon

i{ﬁ}o.
o\ n

Rezulta ca g—v =y,(n). Prin integrare, obtinem ca v(&,n) = o(&) +y (1), dect solutia
n

2

sau

generald a ecuatiei cu derivate partiale datd este
u(x,y) = pGBx—y) +y(x+y).
Conditia u(x,0)=3x" conduce la egalitatea ¢(3x)+y(x)=3x", iar conditia

0 . : : . :
—u(x, 0) =0 conduce la egalitatea —¢'(3x)+/'(x) =0. Din aceasta ultima egalitate, obtinem
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—%(/)(3x) +y(x)=C. Cum @(3x)+y(x)=3x", prin scidere rezultd ci ¢(3x)= %xz —%C ,

deci p(x) = %xz —%C . Totodata y(x) = %xz +%C . In consecinta, solutia ecuatiei cu derivate

partiale, cu conditiile specificate, este
u(x,y) = pBx—p)+y(x+y)=3x"+)".

3.1.2. Ecuatii de tip parabolic

In acest caz AC = B*. Ecuatia (8) are o singura solutie

, B
Y yh
Obtinem o singura familie de curbe caracteristice ¢(x,y)=C, care va satisface
ecuatia
A~a—¢)+B~a—¢):O. (14)
ox oy

Daca B#0 (altfel ecuatia (1) are deja forma canonicd), inmultim ecuatia (14) cu C,
tinem seama ci AC = B*si impartim cu B . Obtinem, astfel, ecuatia echivalenti

592, 0.0 . (15)
ox oy
In continuare, facem schimbarea de variabile
{cf =0(xy) (16)
n=nh(x,y)
D(&,m)

unde / este arbitrar astfel incat #0. Alegem functia 4 cat mai simpld, de regula

D(x, y)
n=x sau 7= y. Folosind (14) si tinAnd seama cd AC = B’, rezultd ci ¢ satisface (7), deci
A" =0, conform (4). Pe de alti parte, din (14), (15) si (16) deducem ci
B = (A_8_§+B_8_§).6_77+(B.6_§+C_6_§)‘8_77: 0.
oy~ Ox ox oy~ Oy
Asadar, in cazul parabolic, ecuatia (3) devine

% 8\/@

* 82 *
C s : +D slfs Vo™ "> :O
(&.m) o &,n,v o a77)
sau inca
2
OV B2, 2o, (17)
on o0& on

Aceasta este forma canonica a ecuatiilor cu derivate partiale de tip parabolic.

Exemplu. Sa se reducd la forma canonica si sa se giseascd solutia generala a ecuatiei
cu derivate partiale
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, Ou o*u , Ou ou ou
X ——=2xy +y —+x-—+ =

. —=0.
ox’ Ox0y oy’ ox 4 oy

Cum B’ — A-C =0, ecuatia este de tip parabolic. Din ecuatia caracteristicilor rezulta

y'(x)= 4 , care prin integrare conduce la Inxy = C . In urma schimbirii de variabile
X

{eZ:xy
n=y’

obtinem
ou ov ov ou ov ov ou , 0%
_=y._+0._’ _:x._+1._’ _2=y ._2’
ox o0& on oy o0& on ox o0&
o’u o%v o%v ov
= xy . 3 _|_ y. _|__
oxoy o0& oson 0¢&
u  , O o*v o*v
— =X —+2x +—-
oy o0& o& on 0On
Forma canonica a ecuatiei este
o'v 1 ov
+_.— =
o’ n on

Aceastd ecuatie se mai scrie sub forma

0 ov
—|n-—1=0,
on\_ on

de unde rezulta ca

n~@=¢(é‘)

on
sau
ov 1
—=—9().
on n

Prin integrare obtinem
V(M) = @(s) - Inn+y(5).

Prin urmare, solutia generala a ecuatiei este
u(x,y) = @(xy)-Iny+y(xy).

3.1.3. Ecuatii de tip eliptic

Suntem in cazul B* — 4-C < 0. Din (9) obtinem

 _B .. AC-B’
Y2 1 y

si mai departe, prin integrare:
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{¢1(X>J’)+i¢2(an’) =C

@ (x,y) =1, (x, ) =C, .

Vom face schimbarea de variabile
{a =@ (x,¥) +ip,(x,y)
B=¢(x,3)~ip,(x,»)

Ca si 1n cazul hiperbolic, calculul formal conduce la

2
N RO LAYy (18)
oa of oa of
Consideram o noua schimbare de variabile

1

&= 5 (a+p)

n=—(a-p)
2i

Fie G(a, B)=(&(a, B).n(a, B)), Y(a,B) € si w=voG ™. Atunci
v(a, B) =w(&(a, B).n(a, B)),

deci
6v 1 8w 1 ﬁw

+
b 2 o& 21 877
6\/ 1 ow 1 6w

6,6’ 2 06 2 677

2 2 2
oy _Ljow, owi (19)
oa o 4 \0& On
Inlocuind (19) in (18), deducem ca forma canonica a ecuatiei (1) in cazul eliptic este
2 2
af+af+ﬁ‘;, ow owl_y. (20)
o0&~ 0On 65 6

Exemplu. Sa se reduca la forma canonicd urmatoarea ecuatie cu derivate partiale
2 2 2
U, g 01 501, 00 5 My
ox ox0y oy o oy

Observim c¢d B’ -A4-C=-1, deci ecuatia este de tip eliptic. Din ecuatia
caracteristicilor rezultd y'(x) =2 +1, care prin integrare conduce la y(x) =(2+1i)x+C.
Facem schimbarea de variabile

§=2x-y
n=x
Atunci
ou ow ow a_u _ow

_2_ _ =——),
ox 0 on’ o0&

ou _482 4 o*w +82w ou _ 5 azw_ o*w o0u _82w
ox* 0&° o0& on 8772’ Ox0y 0L Of on ’ oyt o0& '
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Inlocuind 1n ecuatia cu derivate partiala data, rezultd ca forma canonica a acestei
ecuatii este

o'w  O°w  ow
>+t—+—=0
05" on~ on

3.2. Ecuatia coardei vibrante

Ecuatia coardei vibrante este o ecuatie de tip hiperbolic, reprezentativa pentru aceasta
clasa de ecuatii.

In teoria elasticititii prin coardd se intelege un fir flexibil tensionat. Vom considera
vibratiile (oscilatiile) mici transversale ale coardei in planul xOu, in jurul pozitiei de
echilibru, care coincide cu axa Ox . In figura 2.1 este reprezentat graficul coardei la momentul
t.

1
1
[
|
|
!
!
1
I

X

x+Ax b%
Fig. 2.1
Vom nota cu u(x,t) abaterea relativd a unui punct al coardei fatd de pozitia de

momentul ¢ are aceeasi directie cu tangenta la coarda in punctul x. Deoarece vibratiile sunt
mici, conform legii lui Hooke, putem presupune cd marimea tensiunii va rdmane constanta,

independentda de ¢ si x, deci H?(x, t)H=T . Sa consideram acum un element al coardei,

corespunzator intervalului [x,x+Ax]. Fie M =u(x,t), N =u(x+Ax,t). De asemenea, fie
F(x,t)-Ax proiectia pe axa Ox a fortei externe care actioneazd la momentul ¢ asupra
intervalului [x,x + Ax]. Dacd p(x) este densitatea liniard de masa, masa elementului MN al
coardei este p(x)-Ax. Vom presupune coarda omogena, adica densitatea este constanta, deci
p(x)=p=const.. Sa notam cu @ si @+ Ag@ unghiurile facute de tangentele la coarda in

punctele M respectiv N, cu axa Ox. Deoarece vibratiile sunt presupuse ,,mici”, rezultd ca
@ este ,,mic”, deci putem aproxima

. ou
smc0=tg¢=a(x,t)- (1)

Asupra intervalului [x, x + Ax] actioneaza o fortd datorita tensiunii si forta externa.
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Conform legii a doua a lui Newton, suma acestor forte este egala cu produsul dintre

masa §i acceleratie. Proiectia acestei relatii vectoriale pe axa Ou este
2

T-sin(gp+A(p)—T-sin¢)+F(x,t)-Ax:p-Ax-gT?(x,t). (2)

Tinand seama de (1), rezulta ca
T-sin(p+A@)—T-sinp= T-(tg(go+A(0)—tg(0) =

2
:T~(a—u(x+Ax,t)—a—u(x,t)j:T Ou
ox ox

—(x,1)-Ax. 3
P (x,1) 3)
Inlocuind (3) in (2) si simplificand cu Ax, deducem
o’u o’u
—=T-—+F(x,1). 4
P P (x,1) 4)
Aceasta este ecuatia micilor vibratii transversale ale coardei. Daca F =0, vibratiile
sunt [ibere, iar in cazul F' # 0 vibratiile sunt fortate.

Notand a* = r si f(x,t)= Flx0 , ecuatia (4) se mai poate scrie sub forma
yo,
ou  , ou
—=a -—+ f(x,1). 5
¥ P S (x,0) )

Ecuatia (5) se intdlneste si in probleme de propagarea undelor (acustice, optice,
electromagnetice) cand constanta a’ are alte semnificatii fizice. De aceea, ecuatia (5) se mai
numeste si ecuatia unidimensionala a undelor.

3.2.1. Ecuatia coardei vibrante infinite libere

Prin coarda infinita se intelege o coarda foarte lunga astfel incat vibratiile la capete nu
influenteaza sau influenteaza putin comportarea punctelor dintr-o portiune a coardei departata
de extremitati. In absenta unor forte exterioare coardei, functia (x,7) — u(x,t) verifica ecuatia

=a’ —, 1
or’ ox’ M
cu conditiile initiale
u(x,0) = f(x)
VxelR. (2)

0 ,
a—”t‘(x, 0) = g(x)

Conditiile initiale (2) indica starea in care se afld coarda la momentul initial, precum si
viteza fiecdrui punct al coardei la acelasi moment. Vom presupune ca functia f* este de clasa
C ?, iar functia g este de clasi C ' pe R.

Se pune problema determinarii functiei u:Rx[0,00) — R, care verifica ecuatia (1) si
conditiile initiale (2). O astfel de problema se numeste problema Cauchy sau problema cu

Vom aduce mai intai ecuatia (1) la forma canonicd. Ecuatia diferentiald a curbelor
caracteristice este
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2
2]
dt

care conduce la ecuatiile diferentiale
dx dx
—=a , —_—
dt dt
Solutiile generale ale acestor ecuatii sunt, respectiv,
x—at=C,, x+at=C,.
Facem schimbarea de variabile

E=x—at
77=x+at'

—a.

Obtinem:
ou ov ov
—_—=—— + a-— ,
Ot o0& on
ou Ov Ov
_— = — ,
ox o0& 0On
@_ 2.82\/_ , O , 0%

~=a ~—2a"- ta —,

ot o0& o0& on on

o'u 0% o’v 0%
S=——+2 +—.

ox~ o0& o0& on oOn

Inlocuind in ecuatia (1), rezultd forma canonici a acestei ecuatii:

o’y B

og on

care se mai scrie sub forma

2 (o).
o0& on

Integrand de doua ori, obtinem succesiv

ﬂ=t//(77),

on
v(&,n)=D(5)+¥ (1),

unde @ si W sunt functii arbitrare de o variabila, de clasd C °.
Solutia generala a ecuatiei (1) este
u(x,t)=d(x—at)+¥Y(x+at). 3)
Functiile u,(x,t)=®(x—at) si u,(x,t)=Y(x+at) reprezintd miscari ale coardei,
care pot fi descrise ca unde care se deplaseaza spre stanga si respectiv spre dreapta cu viteza
a.

2

Solutia generald a ecuatiei (1) este superpozitia acestor unde.

Ecuatia (1) nu determina miscarea coardei in mod univoc. Din acest motiv am adaugat
conditiile initiale. Asadar, vom determina functiile @ si ¥ astfel incat functia u sa verifice
conditiile initiale (2). Deoarece

u(x,0)=0(x)+Y¥(x)

a_”(x,o) =—a-®'(x)+a-¥'(x),
Ot
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din (2) rezulta ca
D(x)+¥(x) = f(x)
—a-®'(x)+a-¥'(x)=g(x)

Daca x, e R este un punct arbitrar fixat, din a doua egalitate rezulta:
1 X
O(x)-P(x)=—— j g(2)dz+C.
a

Se obtine astfel sistemul:

O(x)+¥(x) = f(x)
DO(x)-Y(x)= _L j g(z)dz+C ~°
a;

a carui solutie este

)= () [z

V)= S+ [ e

Prin urmare

x—at
u(x.t) = D(x—at)+ P(x+at) =~ f(x—at) - j 2(z)dz +
2 2a
+l-f(x+at)+i-x]m (z)dz
2 2a & '
Asadar, solutia ecuatiei (1) cu conditiile initiale (2) este:
1 x+at
[f (x=an+ fx+an)+ [ 2(z)dz. (4)

x—at

1
u(x,t)=—-
(x,1) 5
Formula (4) care rezolva problema (1)-(2) se numeste formula lui D’Alembert, iar
metoda folosita se numeste metoda schimbarii variabilelor.

Observatia 3.2.1. Sa consideram cazul particular al coardei nelimitata in ambele
sensuri, satisfacand conditiile initiale:
u(x,0)=f(x), VxeR,
unde f(x)#0,dacd xela,f], f(x)=0,dacd x¢[a, f] (fig. 2.2) si

M (4.0)=0, VxeR.
ot

Presupunem ca functia f este derivabila de douad ori pe R.
Procedand ca mai sus, solutia problemei este

u(x,t)zé-[f(x—at)+f(x+at)].

Aceasta formula se poate interpreta in modul urmator.
La un moment ¢, graficele functiilor f(x—at) si f(x+at) se obtin din graficul

functiei f prin translatii in directia axei Ox , prima in sensul axei Ox, a doua 1n sens opus.



24 ECUATII

S (x) u(x, 1)

o — at p—atlo a+at B+at x

o ANIYAN

a 0 p X

Fig. 2.2 Fig. 2.3

Asadar, f(x—at)#0, dacda a+at<x<f+at si  f(x+at)=0, daca
a—at <x< ff—at,deci graficul functiei u(x,t) este cel din fig. 2.3.

Sa presupunem ca un observator este plasat la momentul =0 in punctul x, si se
deplaseaza pe axa Ox in sensul pozitiv cu viteza a, adicd abscisa lui la momentul ¢ va fi
X=x,+at sau x—at=x,. Pentru acest observator contributia termenului f(x—at) in
deplasarea u# a coardei ramane mereu aceeasi si anume egald cu f(x,); avem deci o

propagare a deplasarii, care se numeste propagarea undei directe. In acelasi mod se arati ca
termenul f(x+at) corespunde unei propagari in sensul opus pe Ox, cu aceeasi viteza a,
care corespunde undei inverse.

Prin urmare, vibratiile transversale ale coardei apar ca rezultante ale unor propagari de
unde, una directa si una inversa cu aceeasi viteza a.

3.2.2. Coarda vibranta liberd cu capete fixe

Problema matematica la care conduce studiul vibratiilor libere ale unei coarde finite,
de lungime /, cu capete fixe, se poate formula in modul urmator.
Sa se determine solutia ecuatiei cu derivate partiale

=q — 5
or’ ox’ )
cu conditiile la limita
u(0,t)=u(l,t)=0, Vt €[0,0) (6)
si conditiile initiale
ou
M(X,O):f‘(X), E(X,O):g()(f), VXE[O,I]. (7)

Conform conditiilor la limita (6), capetele coardei sunt fixe. Conditiile initiale (7)
indica starea 1n care se afld coarda la momentul initial de timp, precum si viteza fiecarui punct
al coardei la acelasi moment. Functiile f si g sunt date si sunt presupuse nenule si de clasa

C ' pe [0,1]. Din (6) si (7) rezulti ca functiile f si g trebuie sa satisfaca egalititile
fO)=f0)=0, g(0)=g()=0.

Pentru rezolvarea problemei enuntate vom folosi metoda separarii variabilelor a lui
Fourier. Aceastd metoda este insotita de principiul suprapunerii efectelor.
Pentru inceput cdutam solutii ale ecuatiei (5) de forma



3. Ecuatii cu derivate partiale de ordinul al doilea 25

u(x,t)=X(x)-T(t). (8)
Tinand seama de (6), rezulta:

{X(O) T(t)=0

X()-T(t)=0"
pentru orice ¢ > 0. Atunci
X(0)=X()=0, (€))

deoarece in caz contrar ar rezulta 7'(¢)=0, pentru orice >0, deci u(x,t)=0, ceea ce

contravine conditiilor initiale.
Punand conditia ca functia # data de (8) sa verifice ecuatia (5), obtinem
X(x)-T'"t)=a"-X"(x)-T(t), VYx€[0,[], V¢ €[0,0).
sau
X'(x) 1 T'Q®)
X(x) & T@®)'
O functie de ¢ coincide cu o functie de x numai daca ambele sunt egale cu o aceeasi
constanta reald, pe care o vom nota cu A . Asadar
X'(x)_1 T'0) 3
X(x) a T@)
Obtinem astfel douad ecuatii diferentiale:
X"(x)-4-X(x)=0, (10)
T"(t)—Aa” - T(t)=0. (11)
Vom arita ci ecuatia (10) are solutii nenule numai daci A <0. Intr-adevir, ecuatia
caracteristici a ecuatiei diferentiale (10) este 7> ~A=0. Daci A >0, aceastd ecuatie are

Vxe[0,/], Vte[0,0).

radacinile 7 = Ja sir= —J4, deci solutia generala a ecuatiei (10) va fi
X(x)=C, e +C, e
Conditiile (9) conduc la C,=C,=0, deci X(x)=0, Vxe(0,/). In consecinti,
u(x,t) =0, o astfel de solutie neavand sens fizic. Dacd A =0, atunci X(x)=C, -x+C,. Din
nou, folosind conditiile (9) rezulta ca u(x,7) =0, solutie neacceptabila.

Prin urmare, rezultd ci 1 <0.Fie A=—u>, u>0. Solutia generali a ecuatiei (10) va
fi
X(x)=C, -cosux+C, -sin ux. (12)
Din (9) obtinem C, =X(0)=0 si C,-sinul=X(/)=0. Cum C, #0, pentru ca altfel
am ajunge din nou la solutia nuld, deducem ca sin /=0, deci ul=nz, neN". In final,
rezulta cd ecuatia (10) are o infinitate de solutii

X (x)=C, -sin%x, neN.
Inlocuind x = % in ecuatia (11), obtinem solutia generala:

a . ma .
Tn(t):Dn-cosnT+En-smnT, neN,

unde D, si F, sunt constante arbitrare.
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In sfarsit, daci notim 4 =C,-D,, B,=C,-E,, obtinem solutia ecuatiei (5) cu
conditiile la limita (6) :

un(x,t)=Xn(x)-Tn(t)=(An -cosn%t+Bn -sinn%t)sinn%x, neN".

Aplicam principiul suprapunerii efectelor care afirma ca, daca seria Zun (x,t) este

n=1

0
convergentd, atunci suma sa u(x,t) = Zun (x,t) este, de asemenea, solutie pentru problema
n=1
(5)-(6). Vom presupune, in plus, cd aceasta serie este si derivabild termen cu termen de doua
ori In raport cu x respectiv ¢. Conform principiului suprapunerii efectelor, rezulta ca functia

= za . 7a .

u(x,t)=Z(An-cosnTt+Bn~smn7t]-smn7x (13)
n=1

satisface ecuatia (5) si conditiile la limitd (6). Ramane sd determindm constantele 4, si B,

din conditiile initiale (7). Din aceste conditii rezulta ca

F(x) = u(x,0) = iAn -sinn%x.

n=1
Prelungind prin imparitate functia f:[0,/]—> R pe intervalul [-/,0] si dezvoltand
aceasta prelungire in serie de sinusi, obtinem

l
An=%-Jf(x)sinn§x dx, neN". (14)
0

Pe de alta parte

ou Ta & . ma Ta . T
—(x,1) :—-Zn —A, -sinn—t+B -cosn—t |-sinn—x,
ot [ ) ) [

deci, folosind (7), rezulta ca
Q-Zan -sinn%x .

ou
—_— ’0:
g(x) Py (x,0) 2

Procedand ca si in cazul functiei f, gasim

i
nﬂ-Bn =z-jg(x)sinn£xdx, neN",
I R I
deci
2 V4
Bn=—-Jg(x)sinn—x dx, neN". (15)
nra [

0

Se poate arita ci, daci f,g eC *, atunci seria (13) in care coeficientii 4, si B, au
expresiile (14) si (15), este uniform convergenta pe [0,/], deci derivabila termen cu termen pe
acest interval.

Asadar, solutia problemei (5)-(7) este furnizata de (13), unde A4, si B, dati de (14)
respectiv (15). Mai mult se poate demonstra unicitatea solutiei.

Observatia 3.2.2. Fiecare termen al seriei (13), adica functia
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u,(x,t)= (An -cosn%t+ B, -sinn%t}-sinn%x, neN’,
descrie una din miscarile simple posibile ale coardei fixate in punctele 0 si /, numite oscilatii
proprii ale coardei. Fie o, = n%. Oscilatia unui punct al coardei in migcarea descrisd de u,
are perioada principala
2 _2

I,="==,
@, na

n

deci este independenta de x, fiind aceeasi pentru toate punctele coardei. Amplitudinea acestei

oscilatii este
JA2+ B

. e o o . . - A .
si este variabild, depinzand de x. Amplitudinea maxima se realizeaza cand smn7x=il.

. T
smn7x

. g [ g [ 1 3
Astfel de puncte exista. De exemplu, daca n=1, x=5; daca n=2, sz’ > etc.
Amplitudinea maxima /4> +B’ se numeste amplitudinea vibratiei coardei. Iniltimea
sunetului este cu atat mai mare cu cat perioada este mai mica, iar intensitatea sunetului este
direct proportionald cu amplitudinea. Fiecare vibratie a coardei corespunde unui ton simplu.
Sunetul emis de o coarda vibranta este o suprapunere de tonuri simple. Tonul fundamental
este tonul de intensitate maximad, deci cel care are amplitudinea maxima si acesta este tonul
care corespunde solutiei u,(x,t). Celelalte tonuri de intensitate mai mica si de inaltime mai

mare se suprapun peste tonul fundamental crednd ceea ce numim timbrul sunetului.

Exemplu. Sa se determine solutia ecuatiei
o’u , Ou
24 S
ot Ox
cu conditiile la limita
u(0,t)=u(l,t)=0, Vt €[0,0)
si conditiile initiale

u(x,0)=hx(l-x), %(X,O) =0, Vxe[0,7].

Tinand seama de (13), solutia problemei este

u(x,t)= Z(An -cosn%HBn -sinn%tj-sinn%x .
n=1
In acest caz, in conditia (7) avem g(x)=0, deci B, =0, Vne N’ . Atunci
u(x,t)= ZAn -cosn%t-sinn%x,

n=1

deci
hx(l - x) =u(x,0)= > 4, -sinn%x.
n=l1

In consecinta
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/
A =3.jhx(z—x)sinn£xdx.
I !
Obtinem
A4, =0, VmeN

8I°h
ot =5 > VmeN,
7 (2m+1)

Asadar, solutia ecuatiei este

8I°h & 1 Ta . T
1) = . -cos(2m+1)—t-sin2m+1)—x.
u(x,1) ; Z‘)(zmﬂf (2m+1) ; (2m )lx

3.2.3. Ecuatia neomogend a coardei vibrante

Aceasta ecuatie descrie micile vibratii fortate (intretinute).

@—az-i+F(x t) (16)
or’ ox’ ’
cu conditiile la limita
u(0,t)=u(l,t)=0, Vt €[0,0) (17)
si conditiile initiale
u(5,0) = £(3), S50 = g(x), vxe[0.1]. (18)
Cautam o solutie a ecuatiei (16) de forma
u(x,t)=v(x,t)+w(x,t), (19)

unde functia v satisface ecuatia cu derivate partiale omogena
v, v

=a’ —, 20
or’ ox’ 20)
cu conditiile la limita
v(0,6)=v(l,t) =0, Vt €[0,0) (21)
si conditiile initiale
v(x,0)= f(x), %(x, 0)=g(x), Vxe[0,]], (22)
iar functia w satisface ecuatia cu derivate partiale
ow  , O'w
=q - + F(x,t 23
e e (x,1) (23)
cu conditiile la limita
w(0,2) =w(l,t) =0, VYt €[0,0) (24)
si conditiile initiale
w(x,0)=0, %—W(x,O):O, Vx e[0,1]. (25)
t

Determinarea solutiei problemei (16)-(18) se reduce la determinarea functiilor v si w,
satisfacand (20)-(22) respectiv (23)-(25). Intr-adevar
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o'u O*(v+w) v Ow  ,0v L,O0Ww
= = + =a a +F(x,t)=
or’ ot’ or ot ox’ ox’ (1)
L o*(v+w)
o’

2
+F(x,t) =’ ZTL;+F(x, )

sl
u(0,¢) =v(0,¢) + w(0,7) =0,
u(l,t)=v(l,t)+w(l,t)=0,
u(x,0) = v(x,0) +w(x,0) = f(x)
ou ov ow
—(x,0)=—(x,0)+—(x,0) = .
Py (x,0) py (x,0) py (x,0) = g(x)

Din sectiunea 3.2.2, avem

v(x,t):Z:[An-cosn%z#Bn-sinn%t}-sinn%x, (26)
n=1

unde

A =

n

~ Mo

© e

f(x)sinn%xdx, neN". 7)

2 . .
B, =—-Jg(x)smn£x dx, neN . (28)
nra 3 /

Pentru a rezolva problema (23)-(25), cautam solutii de forma
wix,t) =Y T, (t)- sinn%x . (29)
n=1

Observam ca w dat de (29) satisface conditiile la limita (24).
Punem conditia ca w dat de (29) sa satisfaca ecuatia (23). Obtinem

0 ) 2_2
ZE"(t)-sinn%x = aZZTn(t)-[— nlf )sinn%x+F(x,t),
n=1 n=l1
care se mai scrie
© 2 2
Z{Tn"(t) +d ”lf T (1)} -sin n% = F(x,1). (30)
n=1

Presupunem ca functia F'(x,t) se poate dezvolta in serie Fourier de sinusi pe
intervalul [0,/], deci ca

F(x,z)zz(pn(r)-sinn%x, 31)
n=1
unde
2 V4
¢n(t)=7-IF(x,t)sinn7xdx, neN . (32)
0
Din (30), (31) 51 (32), rezulta ca functiile 7, trebuie sa satisfaca ecuatiile diferentiale
2_2
(1) +d* ”lf T.()=¢,(t), VneN'. (33)

Pe de alta parte, din conditia w(x,0) =0, obtinem ca
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ZTn(O)sinn%x:O,
n=1

relatie care implica
7,(0)=0, VneN". (34)

Pe de alta parte, din conditia aa—w(x, 0) =0 rezultd ca
¢

E-z n Tn’(O)-cosn£x=0,
[ = [

deci
T'(0)=0, VneN". (35)

Prin urmare, functiile 7,

n

coeficienti constanti (33), cu conditiile initiale (34) si (35). Cu functiile 7, astfel determinate,

se obtin Tn mod unic ca solutii ale ecuatiilor diferentiale cu

se obtine solutia w data de (29).

Exemplu. in cazul particular F(x,7)= Asin ot , ecuatia (23) devine

2 2
a—?:a2 -a—zl+Asina)t.
ot ox
Conform (32):

1
(Dn(t)Z%J.Asina)t-sinn%x dx =
0

i

_2dsmat (1 cosn’x :%-[l—(—l)"]-sina)t :
[ nr [ |, nr
Prin urmare
0, dacin=2k, ke N’
t)= i .
P2 AASNGL w2k, ke N
Qk+DHrx
Fie k € N". Tinand seama de (33) vom avea
2_12
Tz';(z)+‘”l—2”-k2-T2k(t)=o,daca n="2k. (36)
Ecuatia caracteristica este
2_12
r2+4a T k=0,

12
In consecinti, solutia ecuatiei diferentiale (36) este

T, (t)=a, coskzgthﬁzk sink?t, keN" .

Din (34) rezultd cd a,, =0, Vke N".
Atunci

T, () =By sink27”z, VkeN .

Tinand seama de (35) rezultd cd f,, =0, Vk e N". Atunci
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T, (t)=0, VkeN".
Daca n=2k+1, ecuatiile (33) devin

2 2
a 7w

44
T (O)+Qk+1)Y ——T, (¢ )—msma)t, VkeN. (37)
Solutia ecuatiei (37) va fi de forma
Ly () =T () +T,(1),

unde 7, este solutia generala a ecuatiei omogene corespunzdtoare ecuatiei (37)

26172'

T () +(2k +1) T,.,()=0,

iar 7, este o solutie particulara a ecuatlei (37). Este clar ca
To.o(t) = ¥y -cOS(2k + 1) Tt Oypyy -SIN(2k + 1)—t

Cautdm solutia particulara a ecua‘glel neomogene de forma
T,(t)=A-sinwt+ pcoswt .
Derivand de doua ori si introducand in (37), ajungem la

2_2
((2k+l) a)zj./’t.sina)t+[(2k+l)2af
de unde obtinem

2 2
azw_wz . %
! 2k +1)7

2 _2
(wwjﬂo

26172'

) 44
- ~,u-cosa)t=—s1na)t,
2k +1)7

deci
1=0
si
A= 44 :
2k +1)7 ((2k+1)2 a‘n’ “’2]
In consecinta
T,(t)= 44 5 sin wt
(2k+1);{(2k+1)2 az a)z)
deci

Ty (£) = 73y, -cOS(2K + 1)%1 +8,,,, -sin(2k + 1)%t +

+ 44 sinwt, Vke N,

Qk+)x ((2k+1)2 a’n’ a)z)

Din (33) rezulta ca
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Vi =0, VkeN,
iar din (34) rezulta ca

Sy Qk+1) 4 4de — -0,
Qk+1)x ((21« +1) "lf - a)zj
deci
4 Awl
52k+1 =- 2 2
a (2k+1y7° ((2k+1)2 “lf —a)zj
Conform (29) solutia problemei considerate va fi
w(x,£) = _4Af’l > ! — sink +1) 2% ¢ sin(2k +1) Zx +
G Qkr1y? ((2k+1)2 o —a)zj l Z
paAsinor <. 1 -sin(2k+l)§x.
T

2_2
= (2k+1)((2k+1)2alf —a)zj

3.3. Ecuatia propagarii caldurii

Ecuatia propagarii caldurii este o ecuatie de tip parabolic. Desi este o ecuatie relativ
simpla, este intdlnita si in studiul altor fenomene.

In planul xOu, considerim o bara rectilinie, omogena si izotropa, conducitoare de
caldura, situatd pe axa Ox. Notam cu u(x,?) temperatura intr-un punct M (x,0)al barei la

momentul ¢. Fie p densitatea barei, ¢ caldura specifica a barei, k coeficientul de conductie
termica. In virtutea ipotezelor fizice, aceste marimi sunt constante, nu depind de x. Fie, de
asemenea, F'(x,t)intensitatea sursei termice in punctul M la momentul ¢. Calculand bilantul
termic corespunzator in intervalul de timp [z, + Af] si tindnd seama de legea lui Fourier, se
poate arata ca functia u satisface ecuatia

care se mai poate scrie sub forma
ou o’u
—=612'—2+f(x,t), (1)
ot ox
k . F(x,t) NPT :
unde a=—>0 si f(x,t)=———=. Cazul f(x,/)=0 indicd lipsa surselor, ecuatia
cp cp
corespunzdtoare fiind stabilitd de Fourier in 1822. Ca si 1n cazul ecuatiei undelor, pentru
descrierea completd a procesului de propagare a caldurii trebuie s fie date distributia initiala
a temperaturii 1n bara (conditia initiald) si regimul termic la capetele barei (conditii la limita).
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3.3.1. Propagarea caldurii intr-o bard infinitd

Consideram o bara infinita omogena, izolata termic, identificata cu axa Ox, care are
la momentul initial #=0 temperatura ¢(x). Fie u(x,t) temperatura barei in punctul de
abscisd x la momentul #>0. Problema matematica constd in determinarea functiei u care
satisface ecuatia

ou , 0u

—=a -, 2

ot ox’ @)
cu conditia initiala

u(x,0)=p(x), VvxeR. 3)

Problema (2), (3) se numeste problema lui Cauchy pentru ecuatia caldurii.

Vom admite ca
‘l‘im u(x,t)=0, ‘l‘im Z—u(x, 1)=0. 4)
X|—>00 X|—>0 x

Aceste ipoteze nu contravin fenomenului fizic.

Pentru rezolvarea problemei de mai sus vom folosi transformata Fourier. Presupunem
ca functiile u# si ¢ sunt suficient de netede pentru a admite transformatad Fourier. Fie v(w,?)

transformata Fourier a functiei u =u(x,t) $s1 ®(w) transformata Fourier a functiei ¢ = ¢(x),

deci

u(x,t)e”*dx,

v(a),t)=ﬁ~v|.

d(w) = (x)e"“dx .

1 T o
N2 2,
Folosind formula de derivare a integralei cu parametri, rezulta
1

N

Pe de alta parte, integrand de doua ori prin parti si folosind (4), obtinem succesiv

ov © Ou ,
—(w,t) = —(x,t)e"dx.
~, (@1 j -, (one

1 —iwx

e

27| -lw

.

2z io| - ox
1 1 T o’u
V27 (o) 2 ox?
Asadar, avem relatiile

Wo,1) = uon) 4 | Z—”(x, fe " dx | =
X

o0
—00 —00

Tl %o L
+— I — (x,0)e”"dx | =
. lw < 0Ox

(x,)e”"dx .

2
2
Ox
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1 ov
Ye ' dx = —(x,t
J—J — (D)
Avand 1n vedere cd u verifica ecuatia (2), rezulta ca
1 % 2 ;
:—J‘ a—u—aza—bj e_“”dx=@+a2w2-v.
N2r 2\ ot Ox ot

Am obtinut astfel o ecuatie diferentiala, a cérei solutie generala este
2 2
v(w,t)=Ce ",

Cum
1 7 »
v(@,0)=— | p(x)e"dx = D(w),
N2 _'[O
rezultd ca
Ww,t)=D(w)-e " . (5)
Pe de alta parte, am stabilit in cap. 2, §2.5, ca transformata Fourier a functiei e ,
a>0, este ! e “. Notand « z%, rezulti ci e ““" = e ‘e deci e este
La 4a°t
transformata Fourier a functiei f(x,¢) = > e 4t
a~ 2t
Atunci 27 - O(w)- ¢“" este transformata Fourier a produsului de convolutie
=
(@* )x,0)= | (&) e 4 dg.
[0z
Rezulta ca
1 (=)
u(x,t) = P(&)-e ot dg.
L
in consecinta
(=)
u(x,t)=——= | p(&)-e ** d¢, (6)
A

formula cunoscuta sub numele formula integrala Poisson.

Sa consideram acum cazul

, daca |x x0| <&
p(x) = ;
0, daca |x—x0|25
deci ¢ se anuleazd in afara intervalului (x,—¢,x,+¢), iar in interiorul acestui interval

temperatura are valoare constanta. Distributia temperaturii in bara la momentul ¢ este datd de
formula lui Poisson, care in cazul de fatd devine

Xo+e (x—g’)z

a\/_ J' L 4dd dé.

Folosind formula de medle, rezultd ca exista & e (x, — &, x, + &) astfel incat

u(x,t)=
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1 1 C(x=¢)

4a*t

u(x,t)= —e -2¢.
0= ot 26

Atunci
1 _(x=xp )?
———e ' =G(x,t,x,).
2a~ rt ’
Pe de alta parte, observam ca
lim p(x) = &(x) = § :
€0 o, dacd x = x,
unde O este functia generalizatd a lui Dirac.

Din punct de vedere fizic, aceastd situatie corespunde unei surse instantanee de
caldura in punctul x,. Temperatura intr-un punct oarecare al barei, la momentul ¢, este data

de

limu(x,t) =
&0

0, daca x # x,

7(X*Xo )Z
1 e 44’

2ax/E ’

in fig. 3.1 reprezentim grafic functia G pentru cateva valori ale lui ¢ (0<¢, <t, <t,).

G(x,1,%,) =

Fig. 3.1

Aceasta expresie da distributia temperaturii n bard, cand la momentul initial apare in
punctul x, o sursd instantanee de caldura. Vom putea spune ca formula lui Poisson da efectul
total al distributiei initiale de temperatura definita de functia ¢, efect care rezultd din
insumarea actiunilor unor surse instantanee de caldura raspandite pe toata bara.

Exemplu. Sa presupunem acum ca
¢, dacax e[x;,x,]
p(x) = s
0, dacd x ¢[x,,x,]
Din formula lui Poisson obtinem

1 % 7<x—§>2
u(x,t):—'[c-e st dg .

2aInt 5

Facand schimbarea de variabila ~— 3 = i, rezulta ca
2a\/;

u(x,t):ﬁ [ e*du. (7)

211\/;
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Aceastd solutie se poate exprima cu ajutorul functiei lui Laplace. Reamintim ca
functia lui Laplace se defineste astfel

L(x)=i-je”2dt, xeR.

Jz

Se verificd imediat cd functia L este impara, L(0)=0 si L(w0)=1. Aceastd functie
este mult utilizata in Teoria Probabilitatilor si, de aceea, este tabelata. Cu ajutorul functiei lui
Laplace, solutia (7) se scrie

u(x,1) =§{L(;;—\%J—L[%H

3.3.2. Propagarea caldurii in bara finitd

Problema matematica la care conduce studiul propagarii caldurii in bara finita, se
poate formula in modul urmator.
Sa se determine solutia ecuatiei cu derivate partiale

ou , ou

a ¢ o M
cu conditiile la limita

u(0,t)=u(l,t)=0, Vt €[0,0) (2)
si conditia initiald

u(x,0)=p(x), Vxe[0,1]. 3)

Conform conditiilor la limita (2), temperatura in capetele barei este nuld, iar conditia
initiala (3) indicd faptul cd, la momentul initial de timp, temperatura barei se exprima prin
functia @ . Vom presupune cd functia ¢ este nenula si continua pe intervalul [0,/]. Din (2) si
(3) rezulta ca functia ¢ trebuie sa satisfacd egalitatea

»(0)=0.

Ca si in cazul coardei vibrante finite, vom folosi metoda separarii variabilelor a lui
Fourier, insotitd de principiul suprapunerii efectelor.
Cautam solutii ale ecuatiei (1) de forma
u(x,t)=X(x)-T(t). 4)
Din conditiile la limitd (2) deducem
X(0)-T@)=0
{X(Z)-T(t) =0’
pentru orice ¢ > 0. Atunci
X(0)=X()=0, (%)
deoarece in caz contrar ar rezulta 7'(¢)=0, pentru orice #>0, deci u(x,t)=0, ceea ce

contravine conditiilor initiale.
Punand conditia ca functia u datd de (4) sa verifice ecuatia (1), obtinem

X(x)-T'(t)=a" - X"(x)-T(t), Vxe[0,1], YVt €[0,0).
sau
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X'(x) 1 T'(0
X(x) & T@)

, Vxe€[0,/], Vt€[0,0).

Atunci
X'(x)y 1 T'(t)
X&) & 10
unde x este o constanta reala.
Obtinem astfel douad ecuatii diferentiale:
X'(x)—p-X(x)=0, (6)
T'(t)— pa®-T(t)=0. (7)
Vom arita ci ecuatia (7) are solutii nenule numai daci u<0. Intr-adevar, solutia
generald a acestei ecuatii este

T(t)=Ce" "

Daca x>0, atunci |T (t)| — o, cand ¢ — oo, deci, pornind cu o anumita distributie a

temperaturii in bard, cand ¢ creste valoarea absolutd a temperaturii ar putea depdsi orice
valoare pozitiva, fapt inacceptabil din punct de vedere fizic. Pentru ¢ =0, T s-ar reduce la o

constantd, adica temperatura ar ramane aceeasi in orice punct al barei, fapt de asemenea
inacceptabil. Prin urmare, z=-A1" <0 si solutia generali a ecuatiei (7) devine
T(f)=Ce* " (8)
Pe de alta parte, in acest caz, ecuatia caracteristicd a ecuatiei diferentiale (6) este
r* + 2% =0, deci solutia generali a acestei ecuatii va fi
X(x)=C-cosAx+D-sin Ax. )
Din (5) deducem C=X(0)=0 si D-sinA/=X()=0. Cum D #0, pentru ca altfel
am ajunge la solutia nuld, rezultd cd sinA/ =0, deci Al=nzr, neN". in final, rezultd ca
ecuatia (6), cu conditiile la limita (5), are o infinitate de solutii

X,(x)=D, -sin%x, neN".

Pentru fiecare n e N, solutia corespunzitoare a ecuatiei (7) este

,7hd?

T(0)=C e ©

Notand 4,=C,-D,, rezultd ca functiile de forma (4) care verifica ecuatia (1) si

conditiile la limita (2) sunt

, ta?

un(x,t):Xn(x)'Ijl(t):An-e_n r t'sinn%x, neN".

Aplicand principiul suprapunerii efectelor rezulta ca
2 r*a?

u(x,t)=ZAn-e 4 -sinn%x (10)
n=1

este solutia ecuatiei (1) cu conditiile la limitd (2). Rdmane sd determindm constantele 4, din
conditia initiald (3). Din aceasta conditie rezulta ca

o(x)=u(x,0) = ZAn ~sinn§x.

n=l1
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Prelungind prin imparitate functia ¢:[0,/]—> R pe intervalul [-/,0] si dezvoltand
aceasta prelungire in serie de sinusi, obtinem

!
An=%-.|‘q0(x)sinn%x dx, neN". (11)
0
Asadar, solutia problemei (1)-(3) este furnizata de (10), unde coeficientii 4, sunt dati
de (11).

3.3.3. Bara neomogend

Problema matematica care guverneaza fenomenul este descrisa de ecuatia

X _ g 6”+F(x f) (1)

ot e’
cu conditiile la limita

u(0,t)=u(l,t)=0, Vt €[0,) ()
si conditia initiala

u(x,0)= f(x), Vx€[0,/]. 3)

Cautam o solutie a ecuatiei (1) de forma

u(x,t) =v(x,t)+w(x,t), (4)
unde functia v satisface ecuatia cu derivate partiale omogena

o, 0y

a e )
cu conditiile la limita

v(0,1)=v(l,t)=0, Vt€[0,0) (6)
si conditia initiala

v(x,0)= f(x), Vxe[0,/], (7

iar functia w satisface ecuatia cu derivate partiale
8w ey 6 w

o ®)
cu conditiile la limita

w(0,8) =w(l,t) =0, YVt €[0,0) 9)
si conditia initiald

w(x,0)=0, Vxe[0,/]. (10)

Determinarea solutiei problemei (1)-(3) este rezolvata o datd cu determinarea
functiilor v si w, satisfacand (5)-(7) respectiv (8)-(10). Intr-adevar
ou o(v+w) ov ow ,0v L,Ow
—= =—+—=a —+a
ot ot ot ot Ox

2
2M +F(x,t)=a 6_+F(x )
or’ ox’

si
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u(0,1) =v(0,) + w(0,7) =0,

u(l,t)=v(l,t)+w(l,t)=0,

u(x,0)=v(x,0)+w(x,0)= f(x).
Din sectiunea anterioard, avem

, 7ta?

v(x,t):ZAn-e_n ? t-sinn%x, (11)

unde

n

=% jf(x)smn xdx, neN". (12)

Pentru a rezolva problema (8)-(10), cdutam solutii de forma
w(x,t)=ZTn(t)'sinn%x. (13)
n=1

Observam ca w dat de (13) satisface conditiile la limita (9).
Punand conditia ca w dat de (13) sa satisfaca ecuatia (8), obtinem:

ZT(t) s1nn xX=a ZT(t) [ 2”2jsinn%x+F(x,t),

n=1

care se mai scrie
0 2_2

Z{Tn’(r)mz ~z

n=1

E(t)}-sinn%x:F(x,t). (14)

Presupunem ca functia F'(x,t) se poate dezvolta in serie Fourier de sinusi pe
intervalul [0,/], deci ca

F(x,t):i(pn(t)-sinn%x, (15)

n=l1
unde
2 T
gpn(t):?-jF(x,z)sinn?xdx, neN . (16)
0

Din (14), (15) 51 (16), rezulta ca functiile 7, trebuie s satisfaca ecuatiile diferentiale
de ordinul intai

2_2
T/(t)+a* 22T, (1) = @, (t), VneN", (17)
care admit solutiile
([]d [ *
T ()=e" C, +I¢)n(z')e dr |, neN", (18)

constantele C, urmand a fi determinate.
Pe de altd parte, din conditia w(x,0) =0, rezultd ca
ZTn(O)sinn%x =0

n=1

si mai departe ca:
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T(0)=0, VneN". (19)
In consecinta, tinind seama de (18), deducem ca
C,=0,VneN,
deci

5
a*n*n?

f —E e .
E(t)zj(pn(r)e ! dr,neN .
0

Conform (13), avem

2.2 2
anrm

> f ———(t-7)
wan=Y[p,@e " dr sianx. (20)
n=1\ ¢

3.4. Ecuatii de tip eliptic

Ecuatiile de tip eliptic descriu procese stationare (in care functia necunoscutd nu
depinde de timp).
Ecuatia lui Laplace 1n plan este
o’u ou
Au = ~ + = 0 , (1)
ox~ Oy
iar ecuatia lui Laplace in spatiu este
o’u 0u Ou
PP
ox~ oy~ oz
necunoscuta fiind functia u . Daca intervin forte externe, actiunea acestora fiind descrisa de o
functie f, procesele fizice corespunzétoare sunt descrise de ecuatia lui Poisson

Au=f. (2)

Din cate s-a observat in cazul ecuatiilor de tip hiperbolic si parabolic, pentru
descrierea completd a unui proces fizic este necesar ca, in afard de ecuatia acestui proces, sa
specificam conditii suplimentare: conditii initiale si conditii la limitda (pe frontiera
domeniului). Din punct de vedere matematic, aceastd necesitate decurge din faptul ca solutiile
acestor ecuatii nu sunt unice. Astfel, chiar si in cazul ecuatiilor diferentiale ordinare de
ordinul 7, solutia generala depinde de n constante arbitrare. In cazul ecuatiilor cu derivate
partiale solutia va depinde, in general, de functii arbitrare (a se vedea, de exemplu, solutia
generald a ecuatiilor de tip hiperbolic). Din aceasta cauza, pentru a pune in evidentd solutia
care descrie procesul fizic real, sunt necesare conditii suplimentare. Pentru ecuatiile de tip
eliptic aceste conditii suplimentare sunt conditiile pe frontiera, problema corespunzatoare
numindu-se problema la limita.

In cele ce urmeazi ne vom ocupa de ecuatia lui Laplace in plan. Putem considera doui
tipuri de domenii: marginite si nemarginite. In ambele cazuri vom presupune ci frontiera este
formata dintr-o curba neteda pe portiuni. Problema la limitd pentru ecuatia eliptica se numeste
interioara dacd functia cdutata trebuie sa fie definitd intr-un domeniu marginit §i exterioara
dacd functia cautata trebuie sa fie definitd intr-un domeniu nemarginit.

Fie G < R* un domeniu mirginit a cirui frontierd C este o curbi netedi pe portiuni.

Desi sunt valabile pentru ecuatia lui Laplace in general, noi vom prezenta tipurile de
probleme la limitd pentru aceastd ecuatie n plan. Acestea sunt:

Au = 0,
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Problema Dirichlet interioara. Aceasta problema consta in determinarea unei functii
ueC*(G)NC '(G), armonici in G (deci care verifici ecuatia (1)), daci se cunosc valorile
acesteia pe frontiera C a domeniului:

W =1 3)
unde f este o functie data, continua pe C.

Problema Neumann interioara constad in determinarea unei functii

ueC*(G)NC '(G), armonica in G, astfel incat
ou

o =& 4

C

ou . g - . . <
unde 2 este derivata dupd normala exterioard la curba C, iar g este o functie data,
n

continud pe C.
Problema mixtd consti in determinarea unei functii u €eC *(G) NnC '(G), armonici in
G, astfel incat

u
a-u+—
on

=h, )

C
a si h fiind functii date, continue pe C, o >0.

Vom stabili acum o formuld integrald utilda in cele ce urmeaza. Fie
veC *(G)nC '(G). Atunci

6( 8uj+8 Ou a_u@+a_u @Jr 82 82
ox\_ oOx) Oy 6y ox Ox Oy Oy o’ 6y
_8_u_@+8u ov

~ox ox oy . oy
Integrand pe G, obtinem

H 8( 8uj+ 8( 8u) dxdy:ﬁ[v-Au+8—u @_F&u 8dexdy.
glox\ ox) oy oy Ox Ox Oy Oy

Din formula lui Green-Riemann rezulta

[ v-au Jou v, ou v dxdy:gﬁ(—v)-a—“dﬁ gy, (6)
ox Oox Oy oy C oy ox

cunoscutd sub numele de formula integrala Green.
In continuare, vom studia probleme la limita standard pentru ecuatia lui Laplace in

plan.

3.4.1. Problema lui Dirichlet interioard pentru disc

Fie G={(x,y)eR*; x*+y’<r’}si C={(x,y)eR’ x’+y*=r’}, frontiera
orientatd pozitiv a domeniului G . Problema Dirichlet interioard pentru ecuatia lui Laplace
consta 1n a determina functia continud u : G — R care satisface ecuatia
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o’u  Ou

) 62_0 V(x,y)eqG, (7)
cu conditia la frontiera

u.=f. (8)

unde f este o functie data, continua pe C.

Vom arata cd daca problema (7)-(8) admite o solutie, atunci aceasta solutie este unica.
Intr-adevar, daca problema ar admite doud solutii u,, u, si v=u, —u,, rezultd ca

Av=0 si v| - =0.Facand u =v in formula integrala Green (6), obtinem

(2] (2] oo

2 2
Prin urmare, (@ (x,y)j + @(x, )| =0, V(x,y)eG, deci @(x, y)=0,
ox oy ox

ov - . . . <
—(x,y)=0, V(x,y) € G. In consecintd, functia v este constantd si cum se anuleazad pe C,
rezultd cd v=0, deci u, =u, pe G.

Solutia fiind unica, nu conteazd metoda folositd pentru obtinerea solutiei. Vom folosi
metoda separdrii variabilelor (Fourier). Din cauza simetriei centrale fatd de origine a
problemei, vom trece la coordonate polare in plan. Fie p si € coordonatele polare ale

punctului (x, y), deci

x=pcosd
y=psin@’
In urma acestei schimbiri de variabile, ecuatia (7) devine
2 2
o ou 8u ou 0. ©)

+ [p—
o0 o o0
Problema (7)-(8) se reformuleaza astfel: sd se determine functia u(p,6),
u:[0,r]1xR — R, care satisface ecuatia (9) si conditia la frontiera

u(p,0)| _, =10, (10)
unde functia f:R — R este continud, nenuld, periodicd de perioada 27 i este presupusa

cunoscuta.
De remarcat ca, daca f =0 atunci problema corespunzatoare admite solutia u =0.

Acesta este motivul pentru care putem presupune ca functia f este nenula.
Conform metodei separarii variabilelor, cautam solutii ale ecuatiei (9) de forma
u(p,0)=R(p)-T(0), (11)
unde functiile R si 7 sunt de clasi C?2. In plus, functia 7 este presupusi periodici de
perioada 27z . Punand conditia ca functia u# datd de (11) sa verifice ecuatia (9), obtinem
p*R"(p)-T(O)+p-R(p)-T(0)=-R(p)-T"(9)
sau
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P R(p)+p-Rp) _ T"O) _, (12)
R(p) re) -

unde k este o constanta.
Din (6) rezulta urmatoarele ecuatii diferentiale:

T"(t)+k-T(t)=0, (13)
p’R'(p)+p-R(p)~k-R(p)=0, (14)
Cand constanta este —4°, 1 >0, (13) devine
T"(t)-A*-T(t)=0.
Solutia generald a acestei ecuatii diferentiale este
T@)=C,-e"’+C,-e",
C, si C, fiind constante. Aceasta solutie este periodica numai dacd C, =C, =0, adica doar
dacd T =0, ceea ce ar insemna ca functia f este nula, ceea ce contravine ipotezei. Prin

urmare constanta in (12) nu poate fi negativa.
Daca k=0, din (13) va rezulta ca 7(0)=C, -0+ C,, care este periodicd numai daca

C, =0. Asadar, in acest caz, avem solutia
T,00)=C,.
Totodata, ecuatia (14) se mai scrie sub forma (p-R’(p)), =0,deunde p-R'(p)=C,
deci R(p)=C-Inp+D.Cum In p nu are sens in 0, rezultd cd C =0, deci putem pune
R,(p) = F, (constant).
Notand 4, = C,F,, solutia de forma (11) a ecuatiei (9), pentru k =0, este
uy(p,0) = 4,.
Cand constanta este k= A1°, 2 >0, din (13) obtinem
T"(t)+A*-T(1)=0,

a carei solutie generala este
T(@)=C, -cosA0+C,-sin b,

C, si C, fiind constante. Din conditia de periodicitate rezulta ca trebuie sd avem
TO+27)=T(0),
deci A(0+27)=A60+2nz, neN". In consecinti, A =n, ne N". Atunci
T (0)=C,-cosn@+D, -sinnf, neN". (18)
Fie neN fixat. Tinind seama de (14) si cum k=n’, obtinem cd functia R, (p)

(15)

(16)

(17)

trebuie s verifice urmatoarea ecuatie diferentiald de tip Euler
p*-RI(p)+ p-RU(p) 1R (p) =0. (19)
Pentru a gasi solutia acestei ecuatii, facem schimbarea de variabila p =e”. Atunci:

R (p)=e* L
do
si
2
Ri(p)=e| B |
de” do

Inlocuind in (19), obtinem ecuatia diferentiala liniara cu coeficienti constanti
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@R,
do’
Ecuatia caracteristici a acestei ecuatii diferentiale este > —n°=0 si are solutiile
r,=n, 1, =-n, deci solutia generala a ecuatiei diferentiale cu coeficienti constanti este
R (p)=Fe"+Ee".
Prin urmare, solutia generald a ecuatiei (19) este
R (p)=F.p"+E,p",
unde E, si F, sunt constante arbitrare.

-n’R,=0.

Daca E, #0, rezulta cd R (p) > too cind p — 0, deci functia u,(p,0) ar tinde la
infinit spre centrul cercului, ceea ce contrazice faptul ca functia u,(p,0)=R, (p)-T,(0) este

continud. In consecintd, £, =0, deci

R (p)=F,-p". (20)
Notand 4, =C,F,, B, =D,F,, ne N, obtinem solutiile
u,(p,0)=(A cosnf+ B, sinnd)-p", neN". 21)

Conform “principiului suprapunerii efectelor”, in ipoteza convergentei, seria
0
Zun(p,a) va fi solutia problemei Dirichlet. Vom presupune ca aceastd serie este
n=0
convergenta si este derivabild termen cu termen de doua ori in raport cu p respectiv 6.

Fie deci:

u(p,0) = A4, + Y (A, cosnd+B,sinnd)-p" . (22)

n=1
Este usor de vazut ca aceastd functie verifica ecuatia (9). Conditia la frontiera (10) va
fi satisfacuta daca si numai daca

4, +i(An cosnf+ B, sinnd)-r" = f(0).

n=l1

Prin ipotezd, f se poate dezvolta in serie Fourier pe intervalul [0,27], deci

1 2r
Ay=o— I f(@)dg, (23)

1 2z 1 2z )
A, =—[ f(p) cosnpdp, "B, =—-[ f(p)sinng dp.
T 0 T 0

Atunci

1 1 2
— [ /(@) cosnpdp, B, =
0

T r

N

T r"

A =

n

[ £(@) sinng do. (24)

Prin urmare, solutia problemei (9)-(10) este data de (22), unde coeficientii 4,, ne N,
B,, ne N sunt dati de (23) respectiv (24).

In cele ce urmeaza vom scrie solutia (22) sub o altd forma, utilizata frecvent in
aplicatii.
Tinand seama de formulele (22)-(24)
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2

u(p,0) :% j %+ Z(gj (cos ng cos né + sin ng sin nH):l - f(p)dp =

n=l1

%Z{f} -cosn(w—m}-f((p)dco. (25)

n=l1
Pentru a prelucra aceasta formula, sa remarcam ca ar trebui gasitd o formula pentru

o0 0
calculul sumei seriei Za” cosna , cu |a| <1. Aceasta serie este partea reald a seriei Za"e‘”“
n=1 n=1

care este 0 serie geometrica cu ratia ¢ = ae'”, unde |q| <1. In consecinta

ia

i wma @€’ a cosa—a+isina
n:lae Cl-ae® e“—a  (cosa—a)’+sin’a
Prin urmare,

acosa—a’

o0
Za”cosna: >
p— I-2acosa+a

deci

) n _ A2
Z(BJ -cosn(p—0)=— preosip=0)-p -
r r-=2prcos(p—0)+p

Inlocuind in (25), obtinem cd formula (22) se scrie sub forma

n=1

1271' 2 2

rr—p
0,0)=— - f(p)de, 26
u(p:0) 27y, r* =2prcos(p—0)+ p° /(@) (26)

formuld cunoscutd sub numele de formula lui Poisson.

Solutia problemei Dirichlet interioare pentru disc se mai poate obtine folosind teorema
reziduurilor. Pentru a vedea cum se poate face aceasta, fie z= p-e'?, w=r-€'?. Atunci

wtz 1" +p  reos(p—0)+ p+irsin(p—0)

w—z re?—p  rcos(p—0)—p+irsin(p—0)’
Amplificand cu conjugatul numitorului, rezulta ca
2 2
Re( w+ ZJ - rr—p _
w—z) r°=2rpcos(p—60)+p
deci formula lui Poisson devine

27
u(x,y):i- j Re(
0

w+z

j-f(co)dco-

w—2z

Tinand seama ca dw =ire'’dp =iwdg, aceastd formulad se mai scrie

u(x,y)=2i- | f(w)-Re[W”j-,i-dw,

T w—z) iw
deci
u(x, y) = - | f(w)-l-Re(W+Z]-dw. 27)
2ri s w w—z

Formula (27) permite determinarea solutiei problemei Dirichlet interioare pentru disc
folosind teorema reziduurilor si poartd denumirea de formula lui Schwarz-Villat.
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Exemple. 1) Fie domeniul G ={(x,y)eR* x’+y> <9} a cirui frontierd orientati
pozitiv este C ={(x,y)eR*; x> +1> =9} . Si se giseasci solutia u a problemei Dirichlet

interioare pentru ecuatia lui Laplace cu conditia la frontiera
u(3,0)=cos@+2sinb .

Metoda I. Folosim formulele (22)-(24). Obtinem

2
4, :L- j (cos@p+2sinp)dp =0,
27

2z
A, =l-i-J‘(cos¢+25in(p) cosng do,
7[ 3" 0
117 : :
B, :_'37' (cos@p+2sing) sinng de .
V4

(=}

Dacd n#1, atunci 4, =0, B =0. De asemenea, A4 =%, B, =§. Tinand seama de
(22), rezulta ca

u(p,@):%pcoséwgpsin@,

deci
x+2
u(x,y)= Y .
3
Metoda II. Folosim formula lui Schwarz-Villat. Fie w = 3¢'’ . Atunci
&l +e? l(w 3] w+9 . e —e 1 (W 3] w? =9
cosp=———=—| —+— |= , sing=—————=—| ——— |[=—,
2 2\3 w 6w 21 21\ 3w 61w
deci
2 e .
cosp+2sing = ld (l+2),+9(1 2) .
61w
Pentru a aplica formula lui Schwarz-Villat, trebuie sa calculam integrala
j h(w)dw ,
‘w‘=3
unde

W (i+2)+9(i-2) w+z
-2

h(w) =

61w w—z
Pentru calculul integralei, vom aplica teorema reziduurilor. Avem

Rez(h,0) = lin%[wzh(w)]' = -3+ >
(1-2i)z N 3(1+21)

3 z
Conform (27), solutia problemei considerate este

u(x,y)=Re [L -2mi-[Rez(h,0)+ Rez(h, z)]}
27

Rez(h,z) = liin[(w —z)h(w)] =

:Re(l—Zl)z _ x+2y.
3 3
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2) Fie domeniul G = {(x,y)eR?; x*+y” <1} a cirui frontierd orientatd pozitiv este
C={(x,y)eR* x*+y> =1} . Si se giseascd solutia u a problemei Dirichlet interioare
pentru ecuatia lui Laplace cu conditia la frontiera

1
,)=——.
u(1,0) 5+4sin@

Folosim formula lui Schwarz-Villat. Fie w = ¢'?. Atunci

) e —e 1 1 wh =1
sing=———=—| w—— |= ,
21 21

w 2iw
deci
1 B iw
5+4sin@ 2w’ +5iw-2"
Pentru a aplica formula lui Schwarz-Villat, trebuie sa calculam integrala
[ howydw,
[wi=1
unde
h(w) = 1 Wtz

2w +5iw—-2 w—z
Pentru calculul integralei, vom aplica teorema reziduurilor. Functia /4 are polii simpli

—%, ~2i si z. Deoarece 2w’ +5iw—2:2(w+%)-(w+ 2i), conform formulei de calcul a

reziduurilor, avem:

i i 1 2z-i

Rez(h,—2) = lm [(w+—)-h(w)]= —- ,

ez( ) ‘H;[(W 2) (w)] 3 2ot
2iz

Rez(h,z) = lwglg[(w_z)'h(w)] - 2z +1)-(z+2i)

Conform (27), solutia problemei considerate este

1 —i 2i-z
.¥) = Re| — - 27i-[Rez(h,—) + Rez(h,z)] | = Re———~— =
u(x,7) [m i [Rez(h, =) + Rez( Z)]} 3(z+2i)
B 4_x2_y2
A +(y+2)°]

3.4.2. Problema lui Dirichlet pentru semiplan

Fie G semiplanul superior, deci G={(x,y)eR*; y>0} si C={(x,y)eR* y=0} ,
frontiera orientatd pozitiv a domeniului G . Problema Dirichlet constd in a determina functia
continui 1 : G — R care satisface ecuatia

o’u 0u

—+—=0,Y(x,y)eqG, 28

o "o (x,) (28)
cu conditia la frontiera
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u|c = g b (29)
unde g este o functie datd, continud si marginitd pe C = Ox.

Fie f o functie olomorfd pe D ={x+1iy; (x,y)e G} , a carei parte reald ia aceleasi

valori cu g pe axa reald. Consideram un contur format dintr-un semicerc I, cu centrul in O
si de razd R, situat in semiplanul superior, si segmentul [ AB]=[—-R, R] (fig. 4.1).

y

x
Ny

Fig 4.1

Fie z=x+1iy un punct aflat in interiorul acestui contur. Din formula lui Cauchy, avem

o=l [ L0y,

271 BorWw—z

si

0= [ [,
2m W2z

Notand w=s+ it si facand diferenta dintre cele doua formule, obtinem
z—z

= - f(w)ydw=

J@)= 2ri ‘f (w=—2)(w—12) S0

ABUT

=Z_Z-T 8(s) ds+Z_E-j SO g (30)

271 7R(s—x)2+y2 ~(w—z)(w-12)
Daca notdam cu M(R) = ;wel}, atunci avem

J(w) S (w)
e e O

2|[w-z] = |Z{Iwl-[=]

J‘ S(w)
~(w—z)(w— z)
< M (R) -7Z'R—M(R)~ V4

<o (1—"]2'

R

Daca presupunem in plus ca lim ——— SW)

o
lim I —f (w) dw=
R—x

~(w-z)(w-2) B

=0, rezultd ca

Pe de alta parte, observam ca deoarece g este marginitd pe R, integrala generalizata

T g(s)

( iy ds este convergentd. Prin urmare, daca in (30) facem R — o, rezulta ca
LW =x + y
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_OO

g(s)
f(Z)— j e

Daca f =u+iv, atunci

v-g(s)
u(x,y)— J.(s x) +y

Y zzRe(.1 ]
(s—x)+y 1(s—2z)

u(x,y)=Re— jg(s) (1)

Dar

deci

Exemplu. Sa se determine solutia problemei Dirichlet pentru semiplanul superior, ale
carei valori pe axa Ox sunt date de

1
u(x,0)= .
(x,0) x*+1

Conform (31) solutia problemei considerate este

1
u(x Re— | —/——
()= -[ (P D)(s - Z)
Pentru a calcula 1ntegrala improprie vom folosi teorema reziduurilor. Functia
h(s)= !

(s +1)(s—2)

are 1n semiplanul superior punctele singulare s, =1, s, = z. Deoarece

Rez(hi)=— . Rez(h.z)= 21 _ .1 -

2(z-1) zZ2+1 (z—-1)(z+1)
obtinem ca
i
Rez(h,i)+ Rez(h,z) = _
D (h.2) 2(z+1)
In consecinta

u(x,y):ReL..zm'. ! _ =Re 1 _—Re 21x+y+12’

m 2(z+1) X+1y+1 x*+(y+1)

deci
y+1

DT G



CAPITOLUL 4

ELEMENTE DE CALCUL VARIATIONAL

4.1. Introducere

Calculul variational se ocupa cu studiul extremelor pentru o clasa speciald de functii
numite functionale. Aceste functionale sunt definite pe submultimi ale unor spatii de functii
obignuite. Din punct de vedere istoric, contributii decisive la dezvoltarea calculului variational
au adus Euler (1744), dar mai ales Lagrange (1760) care a dat metodele generale ale
disciplinei si le-a aplicat in mecanicd. Vom incepe cu prezentarea unor probleme clasice ale
calculului variational.

Curba de cea mai rapida coborare (problema brachistocronei). Problema a fost
formulatd de Johann Bernoulli in 1696. De rezolvarea acestei probleme s-au ocupat fratii
Johann si Jacob Bernoulli, Newton, Leibniz, I’Hospital. Originea termenului brachistocrona
se afld in limba greacd (brakhistos = cel mai scurt, khronos = timp). Prin brachistocrond se
intelege traiectoria pe care un corp care se deplaseaza intre doud puncte date, sub actiunea
gravitatiei, realizeaza cel mai scurt timp. Asadar, dintre toate curbele aflate intr-un plan
vertical si trecand prin punctele fixe 0(0,0) si P(a,b), cu P mai jos decat O, s se
determine acea curba pentru care timpul de coborare din O in P a unui punct material greu
fara frecare, sa fie minim.

Pentru rezolvare, vom orienta axa Oy pe verticala in jos ca in fig. 1.1. Fie y = y(x),
x€[0,a], y(0)=0, y(a)=b, a,b>0, curba cautata. Fie v viteza de deplasare a punctului
ds

Ney

Prin urmare daca 7 este timpul necesar pentru ca punctul material sd ajunga in punctul P,
vom avea

material, deci v=,/2g y :élﬁ, unde ds este lungimea arcului OM . Atunci df =
t

sz ds :j 1+y2(x)dx
FN2&Y o 28 y(x)
01(0,0) X
M(xy)
P(a,b)
y

Fig. 1.1
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Problema suprafetei de rotatie de arie minima consta in determinarea unei curbe
y=y(x), xe€la,b], y(a)=c, y(b)=d, cu

. - . . . y
proprietatea cd aria suprafetei de rotatie a
graficului 1n jurul axei Ox este minimd (fig. ’]\\/ (b.d)
1.2). Dupa cum se cunoaste, expresia acestei arii Hac) m
este S D
b 'I E \l " : ‘l
A=2;zjy(x) 1+ " (x)dx. P P
a 0 :. a .: : b : X
Fig. 1.2

Echilibrul unei membrane deformate. O membrana elastica in stare de repaus are
forma domeniului D < xOy (fig. 1.3). Fie C frontiera lui D. Deformam conturul C al

membranei in directia perpendiculard pe planul xOy si notdm cu u(x,y) deplasarea
(deformatia) unui punct oarecare M (x,y)e D (deformarea conturului atrage dupd sine si

deplasarea punctelor din interiorul membranei). Se cere sa se determine pozitia de echilibru a
membranei cand cunoastem deformarea conturului ei. Aria membranei deformate va fi

”1/1+uf +u)2) dxdy .
D

Daca deplasarile sunt mici,
aproximam aceastd arie cu z

1
J.J.(1+E(u§ +u§)j dxdy .
D
Rezulta cd variatia ariei suprafetei
deformate este

%H(uf+ui) dxdy .
D

Se admite ca energia potentiald a
membranei deformate este proportionald cu o
cresterea arie sale. Prin urmare energia
potentiald de deformatie £ este

E=§”(uf+ui)dxdy, (1)
D Fig. 1.3

unde x4 este o constantd care exprima

calitatile elastice ale membranei. Presupunem ca se cunosc deplasarile punctelor de pe contur,
deci ca
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ul. = (x,»), )
@ fiind o functie cunoscuta.
Pozitia de echilibru se realizeaza cand energia potentiala este minima. Se obtine astfel
urmitoarea problemi variationald. Dintre toate functiile u € C '(D) care satisfac conditia (2),
sa se determine acea functie pentru care integrala (1) devine minima.

4.2. Extreme ale functionalelor. Variatia intdi a unei functionale. Teorema lui
Fermat

Pentru Inceput, reamintim cateva notiuni invatate la cursul de Analizd matematica.

Fie X un spatiu vectorial real.

Definitia 4.2.1. Se numeste norma pe X o functie || . || : X > R, , cuproprietitile:
1) ||x||=() S x=0,;
2) ||ix||=|ﬂ,|||x , VAeR, Vxe X;

3) [ ol <+
Spatiul vectorial X 1nzestrat cu o norma se numeste spatiu vectorial normat.

, Vx,ye X . (inegalitatea triunghiului)

Exemple. 1) Fie a,beR, a<b, I =[a,b] un interval si n e N". Spatiul vectorial real

C "(I;R) al functiilor y:7 — R declasaC ", inzestrat cu norma
Iy = su?|y(x)| + su}:>|y'(x)| +.t Sl}p‘y(") (x)|, (1)

este un spatiu vectorial normat. De asemenea, spatiul vectorial real C '(/;R*) al functiilor

vl >R y(x)= ((y(x), z(x)) ,unde y,zeC '(I;R), inzestrat cu norma

[Pl =spy* () +2° () +sup )y () + 2 () 2)

xel

este un spatiu vectorial normat.

2) FieD cR* un domeniu mirginit de o curbd inchisd, netedd pe portiuni. Spatiul
C '(D;R) este spatiu vectorial normat in raport cu norma

+ sup , VzeC '"(D;R). (3)

(x,y)eD

0z
5()(9 y)

1%
||z||: sup7|z(x,y)|+ sup‘—z (x,)
(x,y)eD (x,y)eD ox

Definitia 4.2.2. Fie X un spatiu vectorial normat, y, € X si » >0. Se numeste bila

deschisa cu centrul in z, §i de raza r multimea B(y,,r) = { yveX;

y —y0| < r} . Multimea

Ac X se numeste deschisa daca Vy € A, exista r > 0 astfel incat B(y,r)c 4.
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Definitia 4.2.3. Fie (y,), < X . Sirul (y,), converge la y e X si se noteaza y, — y

dacad si numai daca lim” v, = y|| =0. Sirul (y,), se numeste sir fundamental sau sir Cauchy

dacd si numai daca lim || ¥, —¥,/[=0. Un spatiu vectorial normat, in care orice sir Cauchy

m,n—>0

este convergent se numeste spatiu complet sau spatiu Banach.

Observatia 4.2.1. Reamintim ca pe spatiul C ([a,b];R), al functiilor continue pe
[a,b], se poate defini norma Cebasev:
gl =supdlg()f;x la.,b]} , Vg C ([a,b];R).
Mai mult, spatiul C ([a,b];R) inzestrat cu norma Cebasev este un spatiu Banach.
Rezultatul se extinde si pentru spatiul functiilor continue pe o multime compacta
K c R" cuvaloriin R™. Cu aceste precizari, norma (1) se mai scrie:
_ ' (n
A=+ e+

De asemenea, normele (2) si (3) devin

[71=1A1e +1 .
respectiv
Jel=lel. + |+
< loxlle oy,

Este usor de observat ca spatiile vectoriale normate din exemplele 1) si 2) sunt spatii
Banach.

Fie X un spatiu vectorial normat. In cele ce urmeaza, prin functionald pe X
intelegem orice functie F : X —> R.

Exemple. Problemele clasice ale calculului variational prezentate sectiunea 4.1, ne
sugereaza sa consideram urmatoarele functionale.

1) Fie X =C '([0,a];R). In cazul problemei brachistocronei, definim pe X
functionala-timp T X >R,

T (y):]i—“lj/Ly_(’z)(x)dx, VyeX.
0 X

De asemenea, in cazul problemei suprafetei de rotatie de arie minima, pe
X =C '([a,b];R) putem defini functionala-arie A X ->R,

b
A ()= YN+ (0)dx, Vye X .
Mai general, pe X =C '([a,b];R) putem considera functionale de tipul
b
F ()= F(xyx), ) (x)dx,

unde F este o functie continui pe un domeniu Q — R’, iar y este o functie oarecare de clasi

C ' pe [a,b], cu proprietatea ci (x, y(x),y'(x)) e Q, Vxe[a,b].
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2) Problema echilibrului unei membrane deformate care ocupa domeniul marginit
D cR?, ne conduce la considerarea functionalei-energie
2 >

E ()= [[ 6l +u}) dxdy.

cunoscutd sub numele de integrala energiei sau integrala Dirichlet a functiei u: D —> R.

Mai general, pe X =C '(D;R) putem considera functionale de tipul

F @)IF@yJUy) uy> wywmw,
unde F este 0 functle continud de cinci Varlablle reale, definita pe multimea

{(x,»,z(x, y) (x y) (x ) € R’;(x,y) e D}, z fiind o functie de clasi C ' pe domeniul

D.

Definitia 4.2.4. Fie X un spatiu vectorial normat, 4c X si F :4—>R o
functionald. Un element y, € A se numeste punct de minim local (respectiv maxim local)

pentru F , daca existd » >0 astfel incat pentru orice y € A care satisface || y— y0||<r,

rezultd F (y)2F (y,) (respectiv F (y)<F (y,) ). Un punct de minim local sau de

maxim local se numeste punct de extrem local. Dacd inegalititile de mai sus au loc pentru
orice y € A, atunci se poate vorbi de punct de minim global (respectiv maxim global) sau

extrem global.

In continuare, fie X wun spatiu vectorial normat, 4 X o multime deschisa,
F :4— R o functionald, y,e 4 si he X, h#0,, un element fixat. Multimea A fiind

deschisd, exista r>0 astfel iIncat B(y,,r)c 4. Daca teR, atunci elementul

y=Y,+the B(y,,r) dacd si numai daca ||y y0||< r, deci daca si numai daca |t|

consecinta, putem defini functia reala

¢h:(_|r ]_)Ra @, ()=F  (y,+th). 4)

Definitia 4.2.5. Fie X wun spatiu vectorial normat, 4c X o multime deschisa,
F 4> R si y,€4.Sespune ca F  admite variatia intdi in y, pe directia unui vector

nenul he X , daci functia ¢, dati de (4) este derivabila in punctul #=0. In acest caz, ¢](0)
se numeste variatia intdi a lui F in y, pe directia lui h si se noteaza cu SF (y,).
Vectorul 4 se numeste variatie a argumentului functionalei F . Un punct y, € 4 cu

proprietatea ca oF (),)=0, Vhe X, se numeste punct critic (stationar) al functionalei
F

Prin urmare
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oF (yo):{iinglimF (o +th)—F (yo). )

t—0 t

Dacd h=0, atunci punem oF (y,)=0.

Observatia 4.2.2. in particular, fie X =R", heR", h#0 si s= versorul lui 4.

h
|
Atunci

oF (yo):d%(yo)a

unde

(»,) este derivata lui F dupa directia lui s in y,. Asadar, notiunea de variatie

intai este o extindere a conceptului de derivata dupa o directie.

Ca si in cazul functiilor reale urmétoarea teorema furnizeaza o conditie necesard de
extrem.

Teorema 4.2.1. (Teorema lui Fermat). Fie X un spatiu vectorial normat, Ac X o
multime deschisa si F 1 A— Ro functionala. Daca y, € A este un punct de extrem local

pentru F si daca F admite variatia intdi in y, pe orice directie, atunci y, este punct

critical lui F | adica
SF (3)=0,VheX. ©6)

Demonstratie. Egalitatea (6) este evidenta pentru ~2=0,. Sd presupunem acum ca
h#0, sicd y, este punct de minim local, in cazul in care y, este punct de maxim local

rationamentul fiind similar. Conform definitiei, existd r» >0 astfel incat pentru orice

yeAnB(y,,r) are loc F (y)=2F (y,). Multimea 4 fiind deschisa, putem alege r >0

suficient de mic astfel incat B(y,,r)c A. Asadar, pentru orice ye B(y,,r) avem
r

F (»)=F (y,). Deoarece pentru |t|<”7, y=Y,+the B(y,,r), rezulta cd pentru orice

te [—”%,%”J are loc inegalitatea F  (y, +th)>F (y,) care, tindnd seama de (4), se mai

poate scrie sub forma ¢, () = ¢,(0), Vt e (—L,LJ . Conform teoremei clasice a lui Fermat

7 ]

pentru functii de o variabila reala, rezultd ca ¢, (0) =0 sau, echivalent, SF (y,)=0.m

In cele ce urmeazd, vom aborda problema determinarii punctelor critice (stationare)
pentru functionale concrete.
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b
4.3. Functionale de tipul F  (y)= I F(x,y,y)dx

Fie D c R’ o multime deschisid, F: D —> R o functie de clasiC ' si / =[a,p]CR.
De asemenea, fie

D ={yeC '(;R) | (x,y(x).y'(x))eD, Vxel},
Consideram functionalaF :D — R,

F()=[F(xy,y)dx, ¥yeD . (1)

Aceasta functionald depinde de F .
Lema 4.3.1. Multimea D este deschisad in spatiul BanachC '(I;R).

Demonstratie. Fie y, €D oarecare. Cum functia vectoriala
x = (x,y,(x), 5 (x)): I - DR’
este continud, rezultd ca multimea K ={(x,y,(x),y;(x));xel}c D este compacta. Fie
r=dx,CD)=inf{d(M,N);M € K,N e CD} . Deoarece KNCD =, K este compacta si
CD este inchisd, rezulta ca »>0 (vezi [8], Teorema 5.2.1, pag. 100). Vom ardta ca

B( yo;g) cD , deunde varezultacda D este o multime deschisa. Fie y € B( yo;g) . Atunci

= yoll = sup |y(6) = 3y (0] +sup| ') -y 0] < 5
In particular, averr)lcE N

@) =3 @]+ (@)= yy)| < 7. Wxel 2)
Fie x € [ oarecare fixat, M (x,y,(x),y;(x)) € K si P(x,y(x),y'(x)). Avem

d(M,P) =J(y(x) = $,(x))" +('(x) = 35 (¥))* <[3(2) = 3, ()| + | () = i ()| < % -

Cum d(P,K)<d(P,M), rezultda ca d(P,K)< % Din aceastd ultima inegalitate

deducem ca P e D, pentru cd, in caz contrar, PeCD si d(P,K)>d(CD,K)=r, ceea ce
este absurd.

In definitiv, am aratat ca daca yeB( yo;%) , atunci (x, y(x),y'(x))e D, Vxel, deci
yeD . Cuaceasta, lema este demonstrata. m

Ne punem problema determindrii functiilor din D care realizeazd un extrem al
functionalei (1) pe aceasta multime. Conform teoremei lui Fermat, dacd y, eD realizeaza un

extrem al functionalei (1) pe D , atunci, in mod necesar



4. Elemente de calcul variational 57

SF  (5)=0, VheC '(I;R).
In practica se pune problema determinirii punctelor de extrem ale functionalei (1) cu
capete fixe. In acest caz, fie ¢,d € R numere date si

A ={yeD |ya)=c, yb)=d},

cunoscutd sub numele de multimea functiilor admisibile ale problemei. Este usor de constatat
cd, daca se cunoaste o functie y, €A , atunci orice altd functie y €A  este de forma

y=Y,+h, unde h(a)=h(b)=0. Prin urmare, daca y, €A realizeaza un extrem al

functionalei (1) pe multimea functiilor admisibile, atunci, in mod necesar
SF  (3)=0, YheC "(I;R), h(a) = h(b) =0.

Pentru rezolvarea problemelor de extrem pentru functionala (1) este util urmatorul
rezultat.

Lema 4.3.2. (Lema fundamentala a calculului variational). (Lagrange). Fie
f:[a,b] > R o functie continua cu proprietatea ca pentru orice functie h:[a,b] > R, de

clasaC ' pe [a,b], cu h(a)=h(b) =0, satisface conditia

[ fhdx=o0. ©

Atunci f(x)=0, pentru orice x €[a,b].

Demonstratie. Functia f fiind continud, este suficient sa aratam ca f(x)=0, pentru
orice x € (a,b). Presupunem, prin absurd, cd f nu este identic nuld pe (a,b), deci existd
c € (a,b) astfel incat f(c)= 0. Fard micsorarea generalitatii, putem presupune ca f(c)>0.
Functia f fiind continud in punctul ¢, pentru orice & >0 existd 0 =0J(¢) >0 suficient de
mic, astfel incat J =[c—9J,c+ ] < (a,b) sipentru orice x € J , avem |f(x) —f(c)| <g. Altfel

spus, pentru orice x €J au loc inegalititile f(c)—& < f(x)< f(c)+¢. In particular, pentru

1 e o : - . A
£ =5 f(c) rezulta ca existd un interval corespunzitor J =[c—J,c+ 0] astfel incat pentru
. 1 . .
orice x€J avem f(x)> 5 f(c). Fie functia

0, dacixeJ

Se verifica usor ca functia / satisface conditiile din enuntul lemei. In plus, folosind
teorema de medie, rezulta ca

h(x):{(x—c+5)2(x—c—5)2, dacixeJ

c+o c+o

[fhx)dx= [ f()h(x)dx > %f(c) [ hGodx = f(e)h(£)8 >0,

unde &£ e (c—0,c+0), ceea ce contrazice (3). m

Observatia 4.3.1. Lema lui Lagrange ramane valabild daca functia /2 din enuntul
lemei este o functie de clasi C “, k>1, pe [a,b], care se anuleazi in a si b impreuni cu
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derivatele sale pana la ordinul k-1 inclusiv. Este suficient sa luam
h(x)=(x—c+0)*(x—c-06)**,daci xeJ .

Lema 4.3.3. (Du-Bois-Raymond). Fie f:[a,b)] >R o functie continua cu
proprietatea cd pentru orice functie h:[a,b]—> R, de clasaC ' pe [a,b], cu h(a)=h(b)=0,
satisface conditia

[ reon Godx=0. (4)

Atunci functia f este constanta pe intervalul [a,b].

Demonstratie. Fie
h:la,b] >R, h(x)=[(f()-c)dt,
unde ¢ este o constanta care se determind din conditia /4(b) =0, deci
1 b
c=— x)dx.
b_alf()

Este clar ca functia /4 astfel construita este de clasi C ' pe [a,b], satisface conditiile
h(a)=h(b)=0 si h'(x)= f(x)—c. Atunci

[(f@)=c) de=[(f(x)—c) W (x)dx =

b b
= j FOR (x)dx—c j R (x)dx = 0— c[h(b)— h(a)] =0.
Integrantul fiind pozitiv si functia f continua, rezultd cd f(x)=c, Vx€[a,b]. m

Corolarul 1. Daca P,Q:[a,b] > R sunt functii continue care satisfac
b

I[P(x)h(X) +Q(x)h'(x)]dx =0

pentru orice functie h de clasi C ' pe [a,b], cu h(a)=h(b)=0, atunci functia Q este
derivabila si Q'(x) = P(x), Vx €[a,b].

Demonstratie. Fie functia f:[a,b]> R, [f(x) :IP(t)dt. Aceasta functie este

derivabild si f’'(x) = P(x), Vx €[a,b]. Conform ipotezei, pentru orice functie / de clasi C '
pe [a,b], cu h(a)=h(b)=0,avem

[LF/(0)A(x) + Q(0)h'(x))dx = 0,

de unde, integrand prin parti, obtinem
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b
J 00 (e = F o= | FGIW (o

in conseacin;é a “
T[Q(X) — f()]H (x)dx =0.

COl’lfOI‘l’Ial Lemei 4.3.3, rezultda ca functia Q- f este constantd pe [a,b], deci

O'(x)=f"(x)=P(x), Vxela,b]. m

Teorema 4.3.1. (Teorema lui Euler). Fie D c R’ o multime deschisd, F:D —>R o
functie de clasaC ', I =[a,b]c R si D ={yeC '(I;R) | (x,y(x),y'(x)) eD, Vxel}.

Fie, de asemenea, functionalaF :D — R,
b
F()=[F(xy,y)dx, ¥yeD .
Daca functia y,eA ={yeD | y(a)=c, y(b)=d} realizeaza un extrem al
functionalei F pe multimea  functiilor — admisibile A , atunci functia
F
X %(x, V,(x), yo(x)) este de clasaC ' pe [a,b] si functia y, verifica ecuatia diferentiald

or _dfor .
oy dxloy' )

Demonstratie. Fie h o functie de clasi C ' pe [a,b], care satisface conditiile la limita

h(a)=0, h(b)=0 si functia goh:[— r j—)R @, (t)=F (y,+th). Variatia intai a

functionalei F  este oF (y,)=¢;(0), deci

SF ()= %( [ F (x5, (0)+ th(x). v, (x)+rh'<x))dxj

t=0

}dx )
t=0

{ (%3 (0, () - () + f (3,75 () () h(x)}

{ (2, Y () + 1h(x), o () + 1 (x) )

Q — D e O

Conform teoremei lui Fermat, SF (y,) =0, pentru orice functie % de clasiC ' pe
[a,b], care satisface h(a)=0, h(b)=0, deci
b

J Bi(x Yo, () h(x) + f (530 (D () h(x)}dx 0

a

Concluzia teoremei rezulta din Corolarul 1. m
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Asadar, teorema lui Euler ne da o conditie necesara de extrem, cu care problema poate
fi complet rezolvatd In multe cazuri. Problema conditiilor suficiente de extrem depaseste
cadrul acestui curs si nu o vom aborda.

Ecuatia diferentiala (5) se numeste ecuatia lui Euler-Lagrange asociatd functionalei
F . Solutiile ecuatiei diferentiale (5) se numesc extremale. Ele sunt susceptibile de a fi
puncte de minim pentru functionala F

Observatia 4.3.2. Daci functia F €C *(D), derivand in raport cu x termenul drept al
ecuatiei (4), aceasta devine
O°F , O°F , O°F OF
2 y + ' y + AL =
oy oyoy oxoy' Oy

2

Rezulta ca, daca nu este identic nuld, atunci ecuatia diferentiala (4) este o ecuatie

12

diferentiala de ordinul al doilea, deci solutia sa generald depinde de doud constante arbitrare.
Aceste constante se determind folosind conditia suplimentard a problemei: curba
cautata trebuie sa treacd prin doud puncte date.

Exemplu. Sa se determine extremalele functionalei
2
F ()= [(y” +12y")dr,
1

care satisfac conditiile la limita y(1)=1, y(2)=8.

In acest caz F(x,y,y")=x>y"? +12)7, %::24% %:szy'.

In consecinti, ecuatia Euler-Lagrange va fi
24y —%(2x2y') =0 sau 24y —4xy' —2x°y"=0.

Se ajunge astfel la ecuatia diferentiala de tip Euler
2_n

xy"+2xy"' =12y =0.

: s . ., d
Facem schimbarea de variabila x =¢' si tinem seama ca y' =¢” d—y ,
t
" -2t dzy dy . . . . - - A . « . -
=e W a ) Atunci, ecuatia diferentiala Euler se transforma in ecuatia liniard cu
coeficienti constanti

d’y d

X2 q2y-0,

de” dr

care are solutia y(¢) = C,e” + C,e™" . Prin urmare solutia ecuatiei diferentiale Euler este
C . e e SRR
y(x)=Cx’ + —2 . Din conditiile la limita obtinem C, =1, C, =0. Asadar, extremala cautata
X

este y(x)=x".
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O°F . .

e =0. Atunci functia F este de forma
F(x,y,9) = P(x, )+ Q(x, y)y".

Ecuatia lui Euler devine
P00, 20 30,
oy 0oy ox Oy

Observatia 4.3.3. Sa presupunem ca

b

adica
P2 ©)
oy Ox

Daca aceasta relatie este satisfacuta identic, atunci expresia de sub semnul integralei

[P(x, y)+0O(x,y)y'ldx = P(x, y)dx+ O(x, y)dy
va fi o diferentiald totald exacta, deci valoarea integralei depinde numai de capetele curbei, nu
si de drumul de integrare. In acest caz problema variational nu are sens.

Daca relatia (6) nu este satisfacuta identic, atunci ea defineste o curba bine
determinata, care, in general, nu va trece prin punctele date. In acest caz, problema
variationala nu are solutie. In anumite cazuri particulare, relatia (6) poate s dea solutia
problemei de extrem pentru functionala corespunzatoare.

Exemplu. Sa se determine extremalele functionalei
2
F ()= [Gx=y)ydx,
1
care satisfac conditiile la limita y(1)=1, y(2)=8.

< . S . F :
In acest caz F(x,y,y") =3xy—»", iar ecuatia lui Euler devine Z— =0, adica
y

. 3 . . ) . .
3x—2y=0. Prin urmare, y(x)= Ex , care, in mod evident, nu satisface conditiile la limita.

Cazuri particulare ale ecuatiei lui Euler

1) Functia F nu depinde de y .

In acest caz Z—F =0 si ecuatia lui Euler devine

4
dfoF)_y.
x| oy
deci
oF_c ™)
oy

este o integrald prima pentru ecuatia lui Euler.

Exemplu. Sa se determine extremalele functionalei

Foo0)=[y0+xy)dx,
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care satisfac conditiile la limita y(1)=3, y(2)=5.

In acest caz F(x,y,")=y'(1+x*y"), deci F nu depinde de y . Conform celor de mai

. . . .. , . Cc-1
sus, extremalele functionalei satisfac ecuatia (6), adicd 1+2x°y’' = C . Atunci y' = Byt de
X

unde, prin integrare, gdsim familia de hiperbole y = G +C, . Constantele C, si C, se
X

e . . . . 1
determind din conditiile la limita. Obtinem sistemul C, +C, =3, ECI +C, =5, care are

solutiile C;, =—4, C, =7. Extremala cautata este y(x)="7 _4 .
x

2) Functia F nu depinde de x .

In acest caz vom arata ca

, OF
y——=C ®)
oy
este o integrald prima pentru ecuatia lui Euler.

F—

Intr-adevir, deoarece F = F(y,y") si tinind seama de ecuatia lui Euler, obtinem
succesiv:

d[ ,aFj oF , oF , oOF , ,d(aFj

dr o) v Ty Ty ey

,(GF d{aFj]
=V =0,
oy dx\ 9

de unde rezulta (8).
Exemplu. Sa se rezolve problema brachistocronei. Altfel spus, sa se determine
extremalele functionalei

care satisfac conditiile la limita y(0)=0, y(a)=5.

2 ’

. 1+ /a .
In acest caz F(x,y,y)=F(y,y") = Y Deoarece 6_, = #, din (8)
Jy o fyfi+y?
. 1+y"” " o 1 1
obtinem - =C, care se mai scrie ———=C. Notand k =—,
Jy NN NN e c?
rezultd ca
k
y= 2"

I+y
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Punand y' =ctgt, rezulticd y=ksin’ ¢ = g(l —cos2t) . Atunci

_d_y_ k sin 2¢

!

y ctgt

dx =2ksin® tdt = k(1—cos 2¢)dt .

Prin urmare
k :
x= E(2t—s1n21)+kl .
Asadar, obtinem curbele sub forma parametrica

x= ﬁ(?_t —sin 2¢t) +k,
> ©9)
y =E(1—c0s2t)

constantele & si &, fiind arbitrare si se determina din conditiile la limita. Ecuatiile (9)
. e o . . : _k <
reprezinta o familie de cicloide generate prin rostogolirea unui cerc de raza 5 pe axa reala.

Punctele de intoarcere vor fi puncte de pe axa reald de abscise x =k, +2nzk, neZ.
Cum, prin ipoteza, curba cdutatd trece prin origine, va rezulta k, =0 . Constanta k se
determind din conditia y(a)=5.

b
4.4. Functionale de tipul F  (y,z)= J F(x,y,z,y,z")dx

Fie D c R’ o multime deschisid, F: D —> R o functie de clasiC ' si / =[a,b]cR.
De asemenea, fie
D ={(».2)eC '(LR?) | (x,p(x),2(x),y'(x),2'(x)) e D, ¥x eI},
Yi» V-2, 2, € R numere date si

A ={(»2)eD |y@)=y, y(b)=y,,2(a)=z,2(b) =z}
Consideram functionalaF A —>R,

F (y,z)=J‘F(x,y,z,y',z')dx. (D)

Aceastd functionald depinde de F . Multimea A  se numeste multimea functiilor
admisibile.

Teorema 4.4.1. Dacid (y,z)eC '(I;R’) realizeaza extremumul functionalei (1) pe

F
multimea  functiilor — admisibile, atunci functiile xH%(x, y(x),y'(x),z(x),z'(x)),
y

F
X %(x, y(x), y'(x),2(x),2'(x)) sunt de clasd C ', iar functiile y §i z verifica sistemul de
/4

ecuatii diferentiale
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oF _d (aFj
gy dx{ oy
r_d(or)
0z dx\ oz

Demonstratie. Fie (g,h)eC '(I;R*) care satisface conditiile la limitdi g(a)=0,
g(b)=0, h(a)=0, h(b)=0 si functia

2)

r r
(p(g,h):(_”(g’ , h)”j_)]R’ ey =F (y+ig,z+1th).

Variatia intéi a functionalei (1) este 5, ,F (v,2)=¢/,,,(0), deci

SenF (12)= %[I F (x, y(x)+1tg(x), y'(x)+1tg'(x),z(x)+ th(x),z'(x) + th'(x))de

e

| [a—(x,yoc), V0, 200,2'() - 2(3) +%(x, Y0, (0, 2(x), () g'(x)}dﬁ

t=0

‘f{ (x, y(x) +1g(x), y'(x) + 18" (x), z(x) + th(x), 2'(x) + th’ (x)))

+j[ (5,300,260, 2(0) - )+ or (0 (0,202 (x))h(x)} 3)

Conform teoremei lui Fermat, &, ,

C ' pe [a,b], care satisfac g(a)=0, g(b)=0, h(a)=0, h(b)=0.
In particular, scriind S s (¥,2)=0 pentru (g,0) respectiv (0,4) si tindnd seama

de (3), obtinem:
b

| B—i(ny(x),y'(x),z<x>,z'<x>) 8+ 2 (0. Y0, 20,7 () g'(xﬁdx 0,

a

F (y, z) =0, pentru orice functii g si 4 de clasa

b

J {%Z(x,y(xx (0,20, (0)- GO+ 5 (5,0, (0,20, 200) h’<x>}dx =

a

Concluzia teoremei rezulta din Corolarul 1. m

Asadar, Teorema 4.4.1 da conditii necesare de extrem. Sistemul de ecuatii diferentiale
(2) se numeste sistemul Euler-Lagrange asociat functionalei (1). Curbele y si z care satisfac

sistemul (2) se numesc curbe extremale sau, simplu, extremale ale functionalei (1).

Observatia 4.5.1. 1) Daca functia F' nu depinde explicit de y sau z, atunci sistemul
(2) admite, in mod evident, integralele prime

-=C respectiv G_F, =C'.
0z
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2) Daca functia F' nu depinde explicit de x, atunci sistemul (2) admite integrala

prima

Intr-adevir,
d ,OF ,0F\ oF , oF , oF , oF ,
—y -z — ==y +—zZ+— ' +—2Z"-
oy’ oz' ) oy 0z oy’ oz'

,OF ,d(aF] ,OF ,d(aFj
-y — - -z — =z =0,

dx

o Talay) T e

deoarece y si z care satisfac sistemul Euler-Lagrange.

Exemplu. Sa se determine extremalele functionalei
Fo(n2)=[@yz-2y" +y" =2")dx,
0
care satisfac conditiile la limita y(0)=0, y(7)=1, z(0)=0, z(z)=1.

Deoarece F(x,y,z,)',z")=2yz—2y> + "> —z"*, sistemul Euler-Lagrange devine:

G_F_i G_F: =2z—-4y-2y"=0
oy dx\oy
AR TCARVRR
0z dx\ oz
Din sistemul »"+2y—-z=0, z"+y =0, eliminand pe z, obtinem ecuatia diferentiala

y" +2y"+y =0, a cirei solutie generali este
y(x)=C, cosx+C,sinx+x(C,cosx+C,sinx).

Din conditiile y(0)=0, y(7)=1, obtinem C, =0 s1 C; =——. In consecinti
/4

. . X
y(x)=C, smx+C4xsmx—;cosx X

Din prima ecuatie a sistemului rezulta ca
. . |
z(x)=C,sinx+C,(2cosx+xsinx)+—(2sinx—xcos x) .
T
Folosind conditiile z(0)=0, z(z) =1, obtinem C, =0 si C, arbitrar. In concluzie,
curbele extremale cautate sunt:

. X
y(x)=C,sinx——cosx,
Vg

. 1 ..
z(x)=C,sinx+—(2sinx —xcosx) .
/4
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b
4.5. Functionale de tipul F  (y) = _[ F(x, 3,5,y y")dx

Procedand ca in sectiunea 4.3, vom aborda probleme ale calculului variational, in care
functia de sub semnul integrala depinde nu numai de derivata de ordinul intdi, ci si de
derivatele de ordin superior. Probleme de acest tip apar des in teoria elasticitatii. Prezentam,
pe scurt, un exemplu. Sa se determine forma axei unei grinzi incovoiate, cu anumite conditii
la extremitati. Aceastd problemd revine la gasirea extremumului energiei potentiale a
sistemului. Dar energia potentiala a unei grinzi incovoiate depinde de curburd. Prin urmare, in
aceastd problema se cautd curbele extremale in cazul in care functia de sub semnul integrald
depinde de derivatele de ordinul intai si de ordinul al doilea ale functiei necunoscute.

Fie I =[a,b]c R, neN" sifieC "(I;R) spatiul vectorial real al functiilor y:7 — R
de clasaC ", Inzestrat cu norma
Iy = su?|y(x)| + su?|y’(x)| ot s?p‘y(”’ (x)‘ )
Dacid F:[a,b]xR"™" — R este o functie datd, de clasi C ', considerim functionala
F C"(;R)>R,

b
FooO)=[Fop,y, "y ). (1)

Problema pe care o vom aborda se enuntd in modul urmator. Dintre toate curbele
v eC "(I;R), care verifica conditiile la limita:
y(a) :cl 5 y'(a) :CZ IAREE) y(nil)(a) = cn )
wby=d,, yb)=d,,..., y"(b)=d,, 2
sa se determine acea curba de-a lungul careia functionala (1) realizeaza un extremum.
Se constata usor ca, daca se cunoaste o functie y, €C "(/;R) care verifica conditiile

la limita (2), atunci orice alta functie y €C "(/;R) care verifica, de asemenea, conditiile la
limita (2), este de forma y=y,+4,unde 7 €C "(I;R) satisface conditiile la limita:
h(a)=0, h'(a)=0,..., """V (a)=0,
h(b)=0, K'(b)=0,..., K" "(b)=0. 3)
Prin urmare, dacd y, eC "(/;R) realizeazd un extrem al functionalei (1) pe multimea
functiilor dinC "(I;R) care satisfac conditiile la limita (2), atunci, in mod necesar
SF (1)=0,
pentru orice h €C "(I;R) care satisface conditiile la limita (3).

Teorema 4.5.1. FieF :[a,b]xR"™ >R o functie de clasd C ""'. Dacd functia
yeC *(I;R) realizeazdi un extrem al functionalei (1) pe multimea functiilor din C "(I;R),
care satisfac conditiile la limita (2), atunci functia y verifica ecuatia diferentiala

oF d (GFJ d’ [8F]+m+(_l)n1 d’ [ oF j @

ay _a G_y! _ﬁ ayu dxn ay(n)
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Demonstratie. Vom ardta ca functionala (1) admite variatia intdi in orice punct

y eC "(I;R), dupa directia oricarui # €C "(I;R). Intr-adevar

d h ' 4 (n) (n)
oF (y):EUF(x,y+th,y +th',..,y" +th )dx

t=0

b
:I[a—F-h+ali-h’+a—F,,-h"+.. o h(")}dx
L Dy 0y "

S& presupunem acum ca functia / satisface conditiile la limitd (3). Integrand prin
parti, pentru orice k, 1<k <n, obtinem
j OF  hdy = -[ i( oF ] A D =

ay(k) dx ay(k)
b
ol Jo e s fra
in consecintd, avem
oF d|(oF d" [ OF
oF (= J___ ACED | ||y
dx\ 9’ dx" \ oy

Deoarece oF (y)=0 pentru orice functie /4 de clasda C " pe [a,b], care satisface
h(a)=0, h(b)=0, din lema fundamentald a calculului variational rezultd ca functia y

satisface ecuatia diferentiald (4). m

Prin urmare Teorema lui 4.5.1 da o conditie necesara de extrem. Ecuatia diferentiala
(4) se numeste ecuatia Euler-Poisson asociatd functionalei (1). Solutiile acestei ecuatii se
numesc curbe extremale sau, simplu, extremale ale functionalei (1).

Exemplu. Sa se determine extremalele functionalei
1
Fo)=[@w' -2y =y +y")dx,

0
care satisfac conditiile la limita y(0)=1, »'(0)=0, y(1)=chl, »'(0)=shl.

n F
Inacestcaz F(x,y,y,y")=2y'—=2y" =y + ", 2— =2y'-4y,
Y

oF
—=2y-2y,
Py, y—2y
' d ' d2 " w 4 : i AS :
2y' =4y ——QR2y-2y)+—(2y")=0 sau y~ +y"-2y=0. Ecuatia caracteristicd a acestei
-1, =12, r,=-1V2.

oF 5 e : . e . .
P =2y". In consecintd, ecuatia Euler-Poisson asociata functionalei este
Y

ecuatii diferentiale este »* +7°> —2=0 si are radacinile r, =1, r, =
Atunci solutia generald a ecuatiei Euler-Poisson va fi
y(x)=Ce" +C,e " +C;cos V2x+ C,sin V2x.
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Tindnd seama de conditiile la limita, este util sd scriem aceastd solutie generala
folosind functiile hiperbolice. Deoarece e =chx+shx si e =chx—shx, atunci, notand
k=C +C,, k,=C,—C,, rezulta ca solutia generala a ecuatiei Euler-Poisson se poate scrie
sub forma

y(x) = k,chx + k,shx + C, cos V2x+ C,sin V2x.
Folosind conditiile la limita, ajungem la sistemul algebric liniar £, +C, =0,
k, +~2C, =0, kchl+k,shl+C,cos~/2 +C,sin2 =chl, kshl+k,chl—+2C, sinv/2 +
+\/5C4 cos~/2 =shl. Rezolvand acest sistem, obtinem & =1, k, =0, C, =0, C,=0. Prin
urmare, extremala cautatd este y(x)=chx.

4.6. Functionale de tipul F  (u) = HF(x y,u Zu Ou )dxdy

Fie DR’ un domeniu mirginit, a cirui frontierd este curba inchisi, netedi pe
portiuni C, U c R® o multime deschisd si F:U —>R 0 functie de clasiC '. Fie

D ={ueC (D;R) |(x y,u(x, y) (x y) (x y)jeU V(x,y)e D}.

Consideram functionalaF :D — R,
F W= J-F(x y,u(x, y) (x y) (x ¥))dxdy , (D

Se poate demonstra ca mul‘glmea D esteo submul‘glme deschisd a spatiului normat
C '(D;R).Daci g este o functie dati pe curba C, fie

A ={ueb; u|C:g}.
Este clar ca, daca functia u, €A  este cunoscutd, atunci orice alta functie u €A
este de forma u =u, +h, unde h|c =0.

Ne punem problema determindrii punctelor de extrem ale functionalei (1) pe multimea
A . Pentru rezolvarea acestei probleme sunt utile urmatoarele rezultate.

Lema 4.6.1. Fie f:D — R o functie continud cu proprietatea cd pentru orice functie

h de clasaC ' pe o multime deschisd ce contine D, cu h - =0, satisface conditia
[[ 7 Ce, ), yydxdy =0. 2)
D

Atunci f(x,y) =0, pentru orice (x,y) € D.

Demonstratie. Functia f fiind continud, este suficient sd ardtam ca f(x,y)=0,
pentru orice x € D . Presupunem, prin absurd, cd f nu este identic nuld pe D, deci exista
(a,b) € D astfel incat f(a,b)# 0. Fara micsorarea generalitatii, presupunem ca f(a,b)>0.
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Functia f* fiind continud in punctul (a,b), pentru orice ¢ >0 existd » > 0 suficient de
mic, astfel incat ¥ = B((a,b);r) < D si pentru orice (x,y) €V , avem |f(x, ¥) —f(a,b)| <eg.
Altfel spus, pentru orice (x,y)eV au loc inegalititile f(a,b)—¢&< f(x,y)< f(a,b)+¢. In

. 1 . .
particular, pentru &= 5 f(a,b) rezultd ca exista o bild corespunzatoare V = B((a,b); r)
astfel incat pentru orice x €V avem f(x,y)> % f(a,b). Fie functia

x—a) +(z=b)Y —r* 2, dacixeV
hxyy = { (= b7 =) .
0, dacax eV

Se verifica usor ca functia 4 satisface conditiile din enuntul lemei. In plus, folosind
teorema de medie pentru integrala dubla, rezulta ca

[] £ e y)h(e, yydedy = [[ £ (x, 9)(x, y)dedy >

> % f(a,b) jV [ A(x, y)drdy = % Fla,byh(x,7) 2’ >0,

unde (x,y) eV, ceea ce contrazice (2). m

Corolarul 1. Dacid P:D — R este o functie continud, iar Q §iR sunt doud functii de

clasaC ' pe o mulfime deschisd care contine D, care satisfac
Oh Oh
[P, 2)h(x, )+ 0(x, ) == (%, ) + R(x, ) == (x, )}dxdy = 0 3)
) ox oy
pentru orice functie h de clasiC ' pe o multime deschisd ce contine D, cu h| - =0, atunci

P(x,y)=aa—f<x,y>+g—ﬁ(x,y), Y(x.y)eD.

Demonstratie. Deoarece

Q@+R@:—(Qh)+—(Rh)— th—a—Rh
ox oy oy

rezulta ca
0
”[Q—+R—]dxdy J.J‘[—(Qh) +—(Rh)]dxd ﬂ[ ©h +—h]dxd :
Conform formulei Green—Rlemann si tindnd seama ca h| o =0, rezulta
0 0
[[I==(0h) +—(Rm)dxdy = § (~Rh)dx+ (Qh)dy =0.
S Ox oy 2
Asadar
o0
”[Q—+R—]dxd = —H[ h +—h]dxd
inlocumd in (3), obtinem

JJ1Pee ) =22 (5,002 G e sy =0,
S X oy
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pentru functie / de clasiC ', care satisface h|C = 0. Corolarul rezulta din Lema 4.6.1. m

Teorema 4.6.1. Daca functia u €A  realizeaza un extrem al functionalei (1) pe
multimea functiilor admisibile, atunci functia u verifica ecuatia cu derivate partiale

oF_ofor)_ofar) @
ou ox\ou, ) Oy|ou,
unde ux:a—u,u,:a—u.
ox 7 oy

Demonstratie. Fie h o functie de clasi C ', care satisface h| =0 si functia

®, :[—”%,%”J >R, ¢,@#)=F (u+th). Variatia 1intdi a functionalei (1) este

SF  (u)=9}(0), deci

SF w=2 [[F x,y,u+m,a—”+r@,a—”+t@ dy
dr °; ox Ox oy Oy

s 2,2
S dt

o  ox 'y Oy
” 8_Fh+6_F%+8_F8_h dxdy .
5| Ou  Ou, Ox Ou, Oy

t=0

—

dxdy =

t=0

Deoarece SF (u)=0 pentru orice functie /4 de clasda C ' care satisface h| =0,

obtinem ca

] OF O Oh  OF Oh b4y =0, YheC ', H], =0.
5| Ou  Ou, Ox Ou, Oy ¢

Teorema rezulta din Corolarul 1. m

Si 1n acest caz, Teorema 4.6.1 da o conditie necesard de extrem. Ecuatia cu derivate
partiale (4) se numeste ecuatia Euler-Ostrogradski asociata functionalei (1). Solutiile acestei
ecuatii se numesc suprafete extremale sau, simplu, extremale ale functionalei (1).

Exemplu. Fie Dc R’ un domeniu mirginit, a cirui frontierd este curba inchisa,
neteda pe portiuni C si f:D —> R o functie continud datid. S& se determine extremalele
functionalei

Foo()=[@+u +2fie) dxdy, (5)

care satisfac u| - =&, g fiind o functie data pe curba C.

2 2
Deoarece F(x,y,u,u u,)=u; +u, +2 fu , avem
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oF
el
ou /

deci ecuatia Euler-Ostrogradski este

d o
2f ——(Qu)——Q2u )=0,
S ax(ux) ay(uy)

, 6_F:2u“ a—F=2u ,
ou, " Ou g

y

adica
o’u  Ju
ot =/
ox~ Oy
Prin urmare, problema determinarii extremalelor functionalei (5) conduce la
rezolvarea problemei Dirichlet

Au=f
ul. =g



CAPITOLUL 5

ELEMENTE DE TEORIA PROBABILITATILOR

5.1. Camp de evenimente

Un fenomen intdmplator se poate observa, de reguld, de mai multe ori. Faptul ca este
intamplator se manifestd prin aceea ca nu stim dinainte care este rezultatul producerii acestui
fenomen. Rezultatele posibile ale unui fenomen intdmplator se numesc evenimentele
elementare ale acestui fenomen.

Exemplu. Pentru fenomenul “aruncarea zarului” multimea evenimentelor elementare
este
E£=1(1),(2),3),(4).,(5),(6)} .
Multimea evenimentelor elementare ale fenomenului “aruncarea banului” este
{{b},{s}},unde b=banul, s=stema.

Prin eveniment se intelege o submultime a multimii evenimentelor elementare.

Exemplu. La aruncarea zarului evenimentul “rezultat par” este submultimea {2,4,6} .
Toate evenimentele care pot fi considerate la aruncarea zarului sunt urmatoarele:

{1}, {2}, {35,443, {5}, {6}

{1,2}, {L,3},..., {5,6}

{1,2,3},..., {4,5,6}

{1,2,3,4},..., {3,4,5,6}

{1,2,3,4,5},..., {2,3,4,5,6}

{1,2,3,4,5,6}

In total sunt CL+C’+C+C!+C+C°=2°-1 evenimente. Evenimentul
{1,2,3,4,5,6} se mai numeste si evenimentul sigur. La aceste evenimente se adaugd si
evenimentul imposibil, notat . Astfel incat multimea tuturor evenimentelor corespunzatoare
fenomenului “aruncarea zarului” este P (E) si contine 2° elemente.

In general, daca multimea evenimentelor elementare este £, atunci multimea tuturor
evenimentelor este P (E) si contine 2°““ elemente, unde am notat cu CardE numirul
elementelor multimii £.

Exemplu. Consideram fenomenul ,,aruncarea a doud zaruri”.
E=1{1,2,3,4,5,6}x{1,2,3,4,5,6} ={(i, j);1<i<6,1< j < 6}.

X9

Evenimentul ,,dubla” este
A4=1{(1,1,(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6)} .
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Evenimente contrare. Fiecarui eveniment A 1i corespunde evenimentul contrar, notat
A=CA=FE\ 4 siconstd In nerealizarea evenimentului 4.
De exemplu, in cazul aruncarii zarului, daca 4 = {1,2}, atunci 4 = {3,4,5,6}.

Evenimentul implicat de alt eveniment. Spunem ca evenimentul A implica
evenimentul B sinotam A c B, daca B se realizeaza de fiecare data cand se realizeaza A .

Este clar ca & < A4, pentru orice eveniment A .

Doua evenimente 4 si B se numesc egale si scriem A=B,dacd Ac B si BC 4.

In cazul aruncirii zarului, evenimentul {3} nu poate fi consecinta nici unui alt

eveniment in afard de .
In general, evenimentele elementare nu sunt implicate de nici un alt eveniment diferit
de . Asadar, daca {e} este un eveniment elementar si A4 c {e}, rezultd ca 4A=C sau

A={e}.
Operatii cu evenimente

Daca A si B sunt evenimente, putem considera evenimentul ,, 4 sau B”, notat
AU B sievenimentul ,,4 si B”, notat ANB.

Evenimentele 4 si B se numesc incompatibile daca ANB=. Evident,
evenimentele 4 si B se numesc compatibile daca ANB# O .

Prin abstractizarea notiunilor expuse mai sus, se introduce notiunea de cdmp de
evenimente, ale carei axiome trebuie sd ne asigure cd o datd cu doud evenimente A4 si B,

putem vorbi de evenimentele AUB, ANB, A etc.

Definitia 5.1.1. Fie X o multime nevida ale cdrei elemente le vom numi evenimente
elementare §i fie QcP (X) o familie nevida de parti ale lui X . Perechea (X,Q) se

numeste cdmp de evenimente daca
1) VAeQ , rezultaca A€ Q;

2)Dacd 4. €Q, 1<i<n,atunci EJIA,.GQ.

In cazul cand X este finitd, rolul lui Q il joacd P (X). In cazul cand X este infinita,
incluziunea Q P (X) este, in general, stricta. In acest caz, admitem in plus axioma

3)Daca 4, €Q, i e N, atunci k_JlA7 eQ.

Propozitia 5.1.1. Fie (X,Q) un camp de evenimente. Atunci:
1) XeQ, DeQ;
2) VA, BeQ=ANBeQ;
3). VA, Be Q= A\BeQ.

Demonstratie. 1) Fie AeQ. Conform definitiei, AeQ, deci X=AUAdeQ,
T=XeQ.
2) Tinem seama ci 4N B = (AU B). Mai general, daci
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n

4 e€Q,1<i<n,atunci N4, €Q.

i=l

3) In acest caz, A\B=ANBeQ.

5.2. Notiunea de probabilitate

Definitia clasica a probabilitatii. Dupd definitia clasica, probabilitatea este raportul
dintre numarul cazurilor favorabile si numarul cazurilor posibile, in ipoteza ca toate cazurile
sunt egal posibile. Definitia clasicd a probabilitatii este insuficienta, deoarece se aplica numai
la campuri finite de evenimente. Pe de altd parte, chiar si in cazul campurilor finite de
evenimente nu se poate vorbi totdeauna de cazuri egal posibile (de exemplu, zarul nu este
perfect simetric).

Definitia 5.2.1.(Definitia axiomaticd a probabilititii). Fie (X,Q) un camp de
evenimente. Se numeste probabilitate orice functie p:Q —[0,1] cu proprietatile:
D) p(X)=1, p(d)=0;
2) p(AUB)=p(A)+ p(B),daca ANB=.
Tripletul (X,Q, p) se numeste camp de probabilitate.

Teorema 5.2.1. Fie (X,Q, p) un camp de probabilitate. Atunci:
a) p(d)=1-p(4), VAeQ;
b) Daca A, 4,,....4,€Q si A,NA, = pentru i # j, atunci p(_k”JlAi) = Zp(Al.);
= i=1
¢) p(AVB)=p(4)+ p(B)-p(ANnB), VA,BeQ;
d) Daca Ac B, atunci p(A4) < p(B).

Demonstratie. a) Deoarece AN A=, obtinem p(A)+ p(4)=p(Aud)=p(X)=1,
deci p(A)=1- p(A).
b) Demonstratia se face prin inductie. Presupunem afirmatia adevarata pentru k, deci

k
ca p(4v..U4,)= Z p(A4) . Vom demonstra cd afirmatia este adevarata pentru k+1.
i=1
k
Deoarece (4, U...0 A4 )NA,,, = g_Jl(A[ N4, )=3,rezulta ca

k+1

k
P4 VU4 VA= p(UA)+ p(4.) = p(4),

i=1
deci afirmatia este adevarata pentru orice ne N, n>2.
¢) Din egalitatea AUB=(ANB)U(ANB)uU(4n B) (fig. 2.1) obtinem ca
p(AUB)=p(ANB)+p(ANB)+ p(ANB). (1)
Pe de altd parte A=(ANB)U(ANB),deci p(4)=p(ANB)+ p(ANB).

Prin urmare p(A4N B) = p(4)— p(An B). In mod aseminitor se arati ci
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P(ANB)=p(B)-p(ANB).
Inlocuind in (1) rezulta relatia din enunt.
d) Cum B=AU(BN A4), avem

p(B)= p(A)+ p(BN A), deci p(4)< p(B).m
Fig. 2.1

Observatia 5.2.1. Fie X ={e,e,,...,e,} o multime finitd 51 Q=P (X). Elementele lui
X sunt evenimentele elementare. Atunci

1= p(N) = p(Cte ) =Y p(ie}).

Daca evenimentele sunt egal probabile atunci p({e })= p({e,})=...= p({e,}) = 1 . Fie
n
. d k
A={e }U..Ufe, } Q. Atunci p(4) =) p({e })==.
g n

Jj=1
Asadar, intr-un cadmp finit de evenimente, ale carui evenimente elementare sunt egal
probabile, probabilitatea unui eveniment oarecare este raportul dintre numarul evenimentelor
elementare favorabile evenimentului si numarul total de evenimente elementare ale campului.
Regasim astfel definitia clasica a probabilitatii.
Jocurile de noroc sunt exemplele cele mai cunoscute de fenomene Intdmplatoare in
care evenimentele intdmplatoare sunt egal probabile. Acesta este motivul pentru care, la
inceputurile teoriei probabilitatilor, exemplele sunt luate din aceste jocuri.

Exemple. 1) Intr-o urni sunt 4 bile albe, 3 bile verzi si 5 bile negre. Se extrage o bila
din urna. Fie 4 evenimentul ca bila extrasa sa fie alba, V' evenimentul ca bila extrasa sa fie
3 1

pV)=—=

verde si N evenimentul ca bila extrasa sa fie neagra. Atunci p(A4)= 4 = TR

1
12 3
5
p(N)= E -

2) Se arunca doud zaruri. Care este probabilitatea sa iasa suma 7?

Fie £ =1{1,2,3,4,5,6}x{1,2,3,4,5,6}, deci card(E)=36. Cazurile favorabile sunt date
de 4, ={(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1)}, card(A4,)="7. Atunci p(4,)= %

3) Consideram un pachet de 52 carti de joc, N ={as,2,...,12,valet,dama,rege} ,
K ={cupa,caro,trefla, pica} , C=NxK . Se extrag 5 carti. Care este probabilitatea de a
obtine o culoare?

Multimea evenimentelor elementare are C., elemente. Evenimentul culoare este
reuniunea disjunctd a 4 evenimente: culoare de cupd, culoare de trefld, culoare de caro,
culoare de picd. Fiecare din aceste evenimente are C;, elemente. Deci, probabilitatea de a
obtine o culoare este

C:, 16660

b
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Evenimentul careu este reuniunea a 13 evenimente disjuncte: careu de asi,..., careu de
regi. Cate elemente are evenimentul careu de asi? Din cele 5 carti, 4 sunt asi, a cincea fiind

IR

13-48 1
Ci, 4165

~0,00024.

5.3. Probabilitati conditionate

Fie (X,Q, p) un camp de probabilitate si B Q cu p(B)>0.

Definitia 5.3.1. Fie 4 Q. Se numeste probabilitate a lui A conditionata de B

functia p, : Q> R,
p(ANB
pp(4) = ( )

p(B)

Teorema 5.3.1. Functia p, este o probabilitate pe Q. In plus
P(ANB) = p(B)- py(4).

Demonstratie. Deoarece & AN B c B, rezulta ca
) 0=p(D)< p(4nB)< p(B).
Impértind cu p(B), obtine,

0< py(A) <.
Evident p,()=0 si p,(X)=1.
Fie acum 4,4, €Q, satisficaind 4 N4, =J. Atunci (4, NB)N(4,NB)=D. In

consecinta
~ p((4,V4,)NB) ~ p((4, "B)U(4,NB)) ~
P4, UA,)= = =
p(B) p(B)
A NB)+p(4,NB
:p( l )+ b4, ):pB(Al)+pB(A2)'.

p(B)

Definitia 5.3.2. Spunem ca evenimentele 4 si B sunt independente daca
p(AnB)=p(A4)- p(B).

Propozitia 5.3.2. Daca A si B sunt independente atunci perechile de evenimente
(4,B), (4,B), (A,B) sunt independente.

Demonstratie. Prin ipotezi p(AN B)= p(A)- p(B). Deoarece A=(ANB)U(ANB),
avem p(A4)=p(ANB)+ p(ANB), deci
p(ANB) = p(A)—p(4)- p(B) = p(4)(1- p(B)) = p(4)- p(B)
etc. m
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Definitia 5.3.3. Evenimentele 4, 4,,..., 4, se numesc independente dacad pentru orice
A.,Al.z,...,Aik avem

p4, A 0 d )= p(4) p(4,)-..- p(4,) .

Observatia 5.3.1. Dacd evenimentele A4,,4,,...,4

n

sunt independente, atunci si
evenimentele 4,4, 4,,4,...,A , A sunt independente.

Definitia 5.3.4. Spunem ca evenimentele B,,B,,...,B, formeazd o partitie a lui X

dacd XzE{Bi $i BNB, = daca i+ j.

Formula probabilititii totale. Fie (X,Q, p) un camp de probabilitate si

B,,B,,...,B, o partitie a lui X . Atunci, pentru orice A€ Q avem

PA) = p(B): py (A).

Demonstratie. Este clarca A=ANX = gJI(A N B,) . In consecinti

PA=Y p(ANB)=Y p(B): p, (4). m

Formula lui Bayes

B)-p, (4
(B~ np( ) Py (A) '

> p(B))-ps (4)

Demonstratie. Intr-adevar
(AﬁBl-) p(Bi)'pB, (A)

pi(B)=" =— .
Z P(B))-py (4)

Exemplu. Consideram 3 urne care contin bile albe si negre, dupa cum urmeaza:
prima urnd contine 3 bile albe si o bild neagrd, a doua urna contine 4 bile albe si 4 bile
negre, iar a treia urna contine 2 bile albe si 18 bile negre. Alegem la intimplare o urna si
apoi extragem o bila. Bila se dovedeste a fi alba. Sa se determine care este probabilitatea ca
bila sa fie din urna a treia.

Notam cu: 4 evenimentul “s-a extras o bild alba”, B,, evenimentul “bila alba este din

s . 1 3 1 1
urna i”, i=1,2,3. Atunci p(B,) = p(B,) = p(B;) =3 Ps (4) = Py, (4) =50 P (4) 10
Conform formulei probabilitatii totale, avem
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p(A)=p(B)- py (A)+ p(B,)- ps, (A + p(B3)- ps () =

1 3 1 1 9
=—(=+—+—)=—.
34 2 100 20
Din formula lui Bayes rezulta
11
_p(Bs) ps(A) 3719 2
20 20

5.4. Scheme clasice de probabilitate

Schema lui Poisson. Se dau n urne U,,U,,...,U, care contin bile albe si negre in

proportii date. Se cere probabilitatea de a extrage & bile albe si n—k bile negre, atunci cand
din fiecare urna se extrage cate o bila.
Fie p, probabilitatea de a extrage o bilad albd din urna U, si g, =1— p, probabilitatea

de a extrage o bila neagrd din urna U,. Notdm cu 4, evenimentul de a extrage o bild albad din
urna U, si Z, evenimentul contrar. Pentru a extrage k bile albe si n—k bile negre trebuie sa

se realizeze evenimentul UI:Ai] N..N4, mZik ] N..O 4, ] Probabilitatea acestui eveniment

este Zpil Py Py 4,
De exemplu, pentru k=2 si n=3 aceastd probabilitate este p,p,q, + p,p:q, + P,P:4, -
Se observi usor ci dupi aceeasi reguli se calculeazi coeficientul lui x* in polinomul
P(x)=(px+q)(p,x+4,)-(p,Xx+q,) .
Astfel, cand k=2 si n=3, P(x)=(px+q)(p,x+q,)(p;x+q;), coeficientul lui x°

fiind p,p,q; + ppsq, + P2 D34, -

Schema lui Poisson este utild in rezolvarea problemelor in care se cere probabilitatea
realizarii de & ori a unui eveniment intr-o experienta ce consta in efectuarea a n experiente
independente, atunci cand cunoastem probabilitatea realizdrii evenimentului in fiecare din
cele n experiente.

Exemplu. intr-un atelier sunt 3 masini. Prima di 0,9% rebuturi, a doua 1% rebuturi
si a treia 1,3% rebuturi. Se ia la intamplare cate o piesd de la fiecare masina. Se cere

probabilitatea ca 2 piese sa fie bune si una sa fie rebut.

In acest caz g, :%:0,0@9, q,=0,01, ¢,=0,013, p, =0,991, p,=0,99,
p, =0,987 . Probabilitatea ceruta este coeficientul lui x* din polinomul
(0,991-x+0,009)(0,99-x+0,01)(0,987-x+0,013),

adica 0,198506~ 0,2, deci 20%.

Schema lui Bernoulli. Presupunem ca in schema lui Poisson urnele sunt identice.
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Probabilitatea extragerii a k bile albe va fi in acest caz coeficientul lui x* din
polinomul P(x)=(px+q)" sivafi Cp'qg"™.

Deoarece urnele sunt identice putem considera ca extragerile se fac dintr-o singura
urnd, bila extrasd punandu-se inapoi In urna dupa fiecare extragere.

Exemple. 1) Se arunca o moneda de 4 ori. Se cere probabilitatea de a obtine o singura
data stema.

1 3
Inacestcaz p=g = 1 , n=4, k =1. Probabilitatea cerutd va fi C, (lj (lj = l
2 2

2) Se arunca un zar de 5 ori. Se cere probabilitatea ca fata {1} sd apara de 2 ori si sa nu
apara de 3 ori.

De aceastd data p=%, q=%, n=5, k=2, deci probabilitatea cerutd va fi

2 3
C? (lj (fj _ 925 016
6)6) 3888

5.5. Variabile aleatoare

Prin variabild aleatoare se intelege o functie atasatd unui fenomen intamplator
(aleatoriu). Valorile acestei functii depind de rezultatul experientei, deci sunt aleatoare.

Definitia 5.5.1. Fie (X,Q,p) un camp de probabilitate. Se numeste variabila
aleatoare orice functie f: X — R cu proprietatea cd oricare ar fi a e R ,

f (o)) ={xe X; f(x)<a}={f<a}eQ.

Observatia 5.5.1. Dacd multimea X este finitd, orice functie f:X —> R este

variabila aleatoare. Intr-adevdr, dacd X ={e,,e,,...,e,}, atunci /™' ((—0,a))eP (X)eQ.
Observatia 5.5.2. Deoarece {f <a} = Sl{f <a +l} , if >at={f <a},
n= n

{f>2a}={f<a}, rezultd ca functia f este variabila aleatoare dacd i numai daca
{f<aeQ sau {f >a}eQ,sau {f >2a} Q).

Variabilele aleatoare care iau un numar finit de valori se numesc variabile aleatoare
simple. Variabilele aleatoare pentru care multimea valorilor este cel mult numarabila se
numesc variabile aleatoare discrete. Variabilele aleatoare pentru care multimea valorilor este
nenumarabila (de puterea continuului) se numesc variabile aleatoare continue.
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5.5.1. Variabile aleatoare simple

Fie X ={e,e,,..,e,} si f:X—>R o variabila aleatoare care ia valorile

a,<a,<..<a,, r<n. Consideraim evenimentele A4 ={ec X;f(e)=a,}. Evident ca
A4NA, =D, dacd i#j si _ulAl. =X.

Cunoasterea unei variabile aleatoare presupune sd cunoastem valorile pe care le ia si
probabilitatile cu care ia aceste valori. Diagrama unei variabile aleatoare simple este

a a, .. a
b P - D

unde p, = p(f =a,)=p(4)si D p,=1.

i=1

Exemple. 1) La un examen o grupa de 20 studenti au obtinut notele: opt studenti au
obtinut nota 5, trei studenti au obtinut nota 7, cinci studenti au obtinut nota 8§ si patru studenti
au obtinut nota 10. Obtinem urméatoarea diagrama

5 7 8 10
3 3 5 4
20 20 20 20

2) Intr-o urna sunt 2 bile albe si 4 bile negre. Efectudm 3 extrageri a céte o bila,
punand de fiecare datd bila extrasd inapoi in urna. Atunci numarul de aparitii de bile albe este
o variabila aleatoare. Sa se determine distributia acestei variabile aleatoare.

Problema se incadreaza in schema lui Bernoulli. Fie p probabilitatea de a extrage o

bild albd si g probabilitatea de a extrage o bila neagra, deci p:§, q=§. Diagrama

variabilei aleatoare va fi:
0 1 2 3

N 3 2 2 3
I o2 (2] @12 oof!
3 313 3)3 3

Operatii cu variabile aleatoare simple

Definitia 5.5.2. Fie variabilele aleatoare f,g: X >R si a eR.
Daca diagramele celor douad variabile aleatoare sunt

a a, .. a, b b, .. b,
f— , 8> :
p P, - D 9 4 - 4

atunci definim variabilele aleatoare o f', f+ g, f-g ca fiind date de diagramele
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(oza1 aa, .. aarj
af —> ,
)4\ P, - P

P {al +b a,+b, .. a +bmJ
+g— :
P P Prm

P _)[al b a b, .. a, -bmJ
g )
Pu P - Pm

unde
py=r({f=a}tnig=b}),
{f=a}=4={xeX;p(x)=a;} si{g=b,}=B,={xe X;p(x)=b,}.

Definitia 5.5.3. Variabilele aleatoare f si g se numesc independente daca
p(AimBj):p(Ai)’p(Bj):pi"Ija I<i<r,1<j<m.

A), dacai=7j
Cmn;(4mﬁA):{p(’) =/

0, dacii=j’
vom avea
2 2 2
f2 _)(al a, .. a,]'
P Py - D

Definitia 5.5.4. Prin definitie, valoarea medie a variabilei aleatoare f, cu diagrama
data de (1), este

M(N)=Yap =Y ap4)=3 f()p,).

Proprietatile valorii medii a unei variabile aleatoare sunt date de urmdtoarea
propozitie.

Propozitia 5.5.1. Valoarea medie a unei variabile aleatoare are urmatoarele
proprietati:
) M(a)=a;
) M(f+a)y=M(f)+a;
3) M(af)=aM(f);
4 M(f+g)=M(f)+M(g);
5)Daca f si g sunt independente, atunci M(f-g)=M(f)-M(g).

Demonstratie. Vom justifica, de exemplu, proprietatea 4.

MU4@=2i@+wm=i%im+i@im

i=1 j=1 =l j=1
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deci

deci

A=4NX =4 m(uij: u(4,NB)),
=) A

Y p(4,1B)=p(4).
Analog "

_Zr: p; =p(B)).
in consel;n‘gé

M(f+8)=Yap(4)+Y b,p(B)=M(f)+M(g). m

Definitia 5.5.5. Momentul de ordinul k al variabilei aleatoare f se defineste astfel:

M(f)=Ya'p,.

Dispersia variabilei aleatoare f este definitd prin:

o’ =D (f)=M,(f-M(f)).

Numarul o se numeste abaterea medie patratica a variabilei aleatoare f .

In consecinta,

o =D*(f)= Y (6~ M()’ P, -

= Yl =20 M)+ (M ()P 1p, =4 p, =AM () + (MY

D*(f)=M(f*)-(M(f)).

Observatia 5.5.3. Dispersia masoara imprastierea valorilor variabilei aleatoare fata de

valoarea medie.

Propozitia 5.5.2. Dispersia unei variabile aleatoare are urmatoarele proprietati:
1) D*(a)=0;
2) D*(f+a)=D*(f);
3) D*(af)=a’D*(f);
4) Daca f si g sunt independente, atunci D*(f +g)=D*(f)+D’(g).

Demonstratie. Vom justifica, de exemplu, proprietatea 4. Deoarece
D (f+g)=M,[(f+g)-M(f+g)]=
=M,[(f-M(f)+(g-M(g))],
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tinand seama de liniaritatea valorii medii M , obtinem
D (f+2)=M([(f ~M(f)+(g-M@)] )=

= M ((f =M (f)’)+2M ((f =M (/Ng—-M(2))+M ((g-M(2)) )=
=D*(f)+2M ((f =M (f))(g—-M(g)+D*(g).

Pe de alta parte, variabilele aleatoare f si g fiind independente si din proprietatile
valorii medii, avem

M((f-M(/)Ng—M(g))=M(/IM(g)-2M (/)M (g)+M (/)M (g)=0.

In consecinti
D(f+g)=D(/)+D’(g).m

5 7 8 10
Exemplu. Se da variabila aleatoare f—| 8§ 3 5 4 |. S& se calculeze

20 20 20 20
valoarea medie si dispersia.

M(f)=5£+7i+8i+l()i:7’05
20 20 20 20

o’ =(5-1,05) —+(7 7,05)* —+(8 7,05)* -
o’ =3,6475.

Teorema 5.5.1. (Inegalitatea lui Cebasev). Fie (X,Q,p) un camp finit de
probabilitate si f o variabila aleatoare. Pentru orice & >0, avem

p(f =MDz )<, )

p(f- M(f)|<€)>1—g— 3)
unde o = D*(f).

Demonstratie. Notam M (f)=m si presupunem ca ordonam valorile variabilei
aleatoare f astfel

|a1—m|S|a2—m|S...S|ar —m|.

Fie £>0 astfel incat min{|a,. —m

a,—m
existd / astfel incat
|a, —m|£|a2—m|£...£|al—m|<5s|al+l—m|£...£|ar—m|.
Atunci
(a,—m)’ <(a,-m)* <..<(aq,-m)’ <&’ <(a,, —m)’ <..<(a,—m).
In consecinta
D*(f)=(a,—m)’p, +..+(q _m)2p1 +(ay., _m)zpm +..4(a, —m)’p, >
>0-p+..40-p,+& p, +.te p =
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=& (P +et D).
Dar

Pratot D, =p(A, 0. 0Ad)=p(f-m>¢).
Asadar
2
p(|f—M(f)|25)£%.

Trecand la probabilitatea evenimentului contrar, obtinem

p(|f—M(f)|<g)21—%.l

Observatia 5.5.4. Inegalitatea lui Cebasev aratd ca abateri mari de la medie sunt putin
probabile cand dispersia este mica.

Exemplu. O variabila aleatoare f are media 30 si dispersia 2. Sa se giseascd o
limitd inferioara pentru p(24 < f <36).

Tindnd seama ca 24< f <36 daca §i numai dacad |f—30| <6, rezultd ca
p(24< [ <36) = p(|f —30|<6). Conform (3)

2 17
p(|f—30|<6)21—£—ﬁ.

Functia caracteristica asociata unei variabile aleatoare simple
Definitia 5.5.6. Fie f o variabild aleatoare simpla:

f—)( ],ip[:l.

Functia
\Pc (t) = Z eiaktpk s
k=1

=2 . T e . .y .
unde i” =—1, se numeste functie caracteristica asociata variabilei aleatoare f .

a a, .. a,

b D - D,

Tinand seama de dezvoltarea in serie a functiei e*, avem:

\Pc(z)=;pk(zl ilnk!t j=z‘ 2 (;al’fpk}

m=0 m=0 M.

o0 im m
=3 M, (=",
m=0 m.
unde M, (f) este momentul de ordinul m . Pe de altd parte

S P0) L,
‘h@=2—;§h,

m=0

de unde rezulta

MAﬂ=%TTmL (1)
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formula ce permite calculul momentului de ordinul .
Variabila aleatoare asociata schemei lui Bernoulli

Are diagrama

1 2 k e M
/e (q” Grd" Cpq"? .. Cp'dt . p”}
In consecintd, valoarea medie a variabilei aleatoare va fi
M(f)=YkCiphg™
Pe de alta parte, ];/)em
(pr+q) =Y Clp'x'q™™
Derivand, obtinem o

n(px+q)"" - p=2 C,p'k"q"" .
k=0
Pentru x =1, rezulta ca
n(p+q)"" - p=np=>Y kCip'q"* =M([).
k=0
Asadar valoarea medie a variabilei aleatoare din schema lui Bernoulli este
M(f)=np.
Ne propunem acum sa determindm dispersia acestei variabile aleatoare:
o’ =D*(f)=M,(f)-M*(f).
Pentru calculul momentului de ordinul 2, M,(f), folosim functia caracteristica.
Avem

1 n
M,(f) =7 ¥(0).
Dar
\I]L(t) — zeiktcfpkqn—k — ch(peit)kqn—k - (peit +q)n ]
k=0 k=0
Atunci
() =n(pe" +q)"" - pi-e”,
Wl (t) = npi-[(n=1)(pe" +q)" " pi-e™ +(pe" + )" -i-€"],
deci
¥"(0)=npi’ [(n—1)pi+i]=i’np(np—p+1).
In consecinta
M,(f)=n"p* —np* +np=n’p* +npq,
deci
o’ =npq.
Asadar, dispersia variabilei aleatoare asociate schemei lui Bernoulli este
2
o =npq.
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5.5.2. Variabile aleatoare discrete

Sunt variabile aleatoare care iau o infinitate numarabila de valori. Diagrama unei
variabile aleatoare discrete are forma

a a, .. a, ..
/= :
D Py e Dy e
unde an =1.
n=l1

Distributia Poisson

Are diagrama
0 1 2 n

A A? A"
et Zet et . et
1! 2! n!
Se constata ca

an—e_ﬂZ—‘: =1,

n=0
Distributia Poisson este un caz limita al distributiei Bernoulli. Fie A =np valoarea

. N : : A ~
medie a distributiei Bernoulli. Atunci p =— — 0 cand n — . De asemenea

n
_ _ k n—k
thk gk limn(n D...(n k+1)./1_k'(l_i] _
n—>o k! n n
A n-1). (=k+D) | LR A
Jo | n>o n* n—)oo k! '

In schema lui Bernoulli p, = C*p*¢"™ reprezinta probabilitatea realizarii de & ori a

evenimentului 4 1intr-o serie de n experiente. Dacd p=— si n— o0, atunci p este foarte
n

mic. Distributia Poisson se mai numeste si legea evenimentelor rare si este folositd la
controlul statistic al produselor industriale atunci cand probabilitatea obtinerii unei piese

defecte este foarte mica.
Valoarea medie a distributiei Poisson este

M(f)= Zk At gty A

et =letet = 1.
i (k=1)!
De asemenea

© Zﬂk ) » L8 pL ~
M,(f)= Zk =e Zk (k o =e ") [(k-1)+ (k—l)!_
A +> A }:e‘eﬂ(/12+/1)=/12+/1.

( S (k=2)! 5 (k=1)!

In consecinta, dispersia dlstrlbu‘glel Poisson este 6° = 4.

8

MS
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5.5.3. Variabile aleatoare continue

Fie (X,Q, p) un camp de probabilitate. Reamintim ca functia f: X —» R se numeste
variabila aleatoare continua daca are proprietatea ca oricare ar fi ae R,

[ ((oa)={xeX; f(x)<a}={f <a}eQ,

functia f luand o infinitate nenumarabila de valori.

Definitia 5.5.7. Se numeste functie de repartitie asociatd variabilei aleatoare f
functia F:R —[0,1] data de F(x)= p(f <x).

Teorema 5.5.2. Functia de repartitie F a unei variabile aleatoare continue f are

urmatoarele proprietati:
1) F este monoton crescatoare;
2) F(—o)=lim F(x)=0, F(o)=limF(x)=1;
3) pla< f<b)=F(b)-F(a);

4) F este continud la stanga pe R .

Demonstratie. 1) Daca x, <x,, atunci {f <x,} c{f <x,}, deci F(x,)<F(x,).

2) Tinem seama cd F(—») = p(d)=0si F(0)=p(X)=1.

3) Deoarece {f <b}={f<a}ui{a<f<b}, iar ultimele doud evenimente sunt
disjuncte, rezultd ca F(b)=F(a)+ p(a< f <b),deci p(a< f<b)=F(b)—F(a).

4)Fie A={f <x} si (x,), unsir, x, /" x.Daci

A={f<x}, A={x=f<x},.,4 ={x_<f<x},...,

atunci A=U A, si 4, N A = pentru n#m. In consecinta

F(x)= p(4) = im (p(4) + p(4) +...+ p(4,)) =
= lim[ F(x) + F(x,) = F(x)+..+ F(x,) = F(x, )] = im F(x,),

deci F este continua la stingain x. m

Definitia 5.5.8. Fie f o variabild aleatoare continud si F functia sa de repartitie.
Daca exista o functie integrabild p: R — R astfel incat

F(x)= I‘p(t)dt, VxelR,

atunci functia p se numeste densitate de repartitie sau densitate de probabilitate a variabilei
aleatoare f .

Teorema 5.5.3. Densitatea de repartitie p a variabilei aleatoare continue f are

urmatoarele proprietati:
1) p(x)>0, VxeR;



88 ECUATII

) [ pxjae=1:

3) plasf<b)=]p(xdr.

Demonstratia este evidenta. m

Observatia 5.5.5. Fie f o variabila aleatoare continud si F functia sa de repartitie.
Daca densitatea de repartitie p a variabilei aleatoare f este continud, atunci
F'(x)=p(x), VxeR.

Definitia 5.5.9. Se numeste valoare medie a unei variabile aleatoare continue f
expresia

M(f)= [ xp(x)dr.

Momentul de ordinul k al unei variabile aleatoare continue f se defineste prin
formula

M(f)= [ x' plx)dx.

Dispersia variabilei aleatoare f este definita astfel:
o’ =D*(f)=M,(f -M(f)).
D*(f)=M(f)-M(f)).

Numarul o se numeste abaterea medie patratica a variabilei aleatoare f .

In cele ce urmeazi, vom prezenta unele legi de probabilitate uzuale, definite prin
densitati de repartitie.

Definitia 5.5.10. Variabila aleatoare f are o repartitie uniforma pe [a,b] daca are
densitatea de repartitie

,dacax €[a,b]
—a

px)= :
0, daca x ¢[a,b]

Este clar ca I p(x)dx =1. Avem:
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0, dacax<a

F(x)= [ ptydt =1"=2%, dacix e (a,b].
- b—a
1, dacax>b
Obtinem succesiv:
b b 2 2 2
X a+b X a +ab+b
M = = M = =
) {b_ S M) !b_ s
deci
b—a
M-y =

12

Definitia 5.5.11. Variabila aleatoare f satisface o lege normala N(m,o) daca are
densitatea de repartitie

_(x-m)?

p(x;m, o) = e 2

o~N2rx

Observatia 5.5.6. Legea normala a aparut in legdtura cu teoria erorilor de masurare.

Functia p are proprietitile unei densitati de repartitie. Intr-adevar

1 0 (x m)
p(x;m,o)dx = e
'[ o2 '[
Daca facem schimbarea de Varlablla

x=m+6«/§t, (1)

obtinem

i ,o(x;m,(f)dx=L 0 eldr=1.
2, Jr 2,

In fig. 7.1 sunt reprezentate graficele functiilor p(x;m,o) pentru diferite valori ale lui
m si acelasi o, iar in fig. 7.2 sunt reprezentate graficele functiilor p(x;m,o) pentru acelasi
m si diferite valori ale lui o .

Fig. 7.1 Fig. 7.2
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Vom calcula acum media si dispersia acestei variabile aleatoare. Folosind schimbarea
de variabila (1), rezulta:

R
M(f)= [ e TI =l jfe
1 © (xm) ©

Dz(f)zm-:!;(x—m) e j e dt .

—0

(X m)

“dt=m

e dr+ 2L

Integrand prin parti, obtinem

2 ©
D*(f)= %/O-; {—%te" +% j e"tzdtJ =o"’

Vom determina acum functia de repartitie a legii normale.

o0

—o0

1 x 7(1*”12)2
e 29 dr.
o~N2rm ‘[O

Facem schimbarea de variabild ¢ = m + o2 vy . Rezulta ca

F(x)=

X—m

1 o2

F(x)=—F&%- I e’ dy.
T —o0

Pe de alta parte

0 i 1oo L \/;
:[Oe 7 dy:E:!;e 7 dy:T,
deci

| P

NS ! e’ dy.

Folosind functia lui Laplace ®:R >R,

F(x):%+

D(x) =

2 ¢
ﬁ}[e“ dy,

F(x)zl( . j

In consecinta

putem scrie

N |

p(an<b>:F<b)—F(a)=%(d>(Z; Q’%")—@(Z‘J’;)}
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PREFATA

Teoria ecuatiilor diferentiale §i a ecuatiilor cu derivate partiale reprezinta un
domeniu fundamental al matematicii cu numeroase aplicatii in diferite domenii ale stiintei §i
tehnicii, precum: mecanicd, astronomie, termodinamicd, opticd, elasticitate, chimie, biologie

etc.

Necesitatea crearii acestei teorii a inceput odata cu aparitia calculului diferential si
integral si provine din faptul ca numeroase fenomene si procese din natura se modeleaza

matematic prin ecuatii diferentiale sau prin ecuatii cu derivate partiale.

lata cdteva dintre aceste procese: miscarea unui punct material intr-un camp
conservativ, vibratiile unui sistem oscilant, caderea libera a corpurilor, deplasarea unei
membrane elastice sub actiunea unei incarcari continue, propagarea caldurii intr-o bara,

dezintegrarea radioactiva, cresterea populatiei, diverse reactii chimice etc.

Primele contributii notabile in teoria ecuatiilor diferentiale apartin creatorilor

analizei matematice Isaac Newton (1642-1727) si G. M. Leibniz (1646-1716).

Pornind de la studiul problemelor de dinamica a punctului material, Newton a

) T - dv ) e )
descoperit legea a doua a mecanicii: F =m-a:m-7, relatie care reprezinta o ecuatie
t

diferentiala. Combindnd aceasta lege cu legea gravitatiei, el a calculat orbitele planetelor si

a unor comete.

Leibniz a fost condus la studiul ecuatiilor diferentiale de o problema de geometrie, asa
numita problema inversa a tangentelor, care consta in determinarea unei curbe plecand de la
unele proprietati ale tangentei la curba. Leibniz este cel care a introdus termenul de ecuatie

diferentiala.

Lista matematicienilor care si-au adus contributia la dezvoltarea teoriei ecuatiilor
diferentiale continua cu fratii Johann si Daniel Bernoulli, Euler, Laplace, Lagrange, Cauchy,

Fourier, Poincaré, Picard, Liapunov, Voltera etc.
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L. Euler a dat o prima definitie clara a ecuatiei diferentiale, explicand si in ce consta

rezolvarea unei astfel de ecuatii. Dupa L. Euler, o ecuatie diferentiala este o relatie intre x, y

. dy . . Ca . e . . .
Si p= d_y si rezolvarea ei consta in gasirea unei relatii intre x §i y care nu-l mai contine pe p.
X

Dintre numeroasele rezultate obtinute de Euler in domeniul ecuatiilor diferentiale,
amintim metoda de rezolvare a ecuatiilor diferentiale de ordinul n cu coeficienti constanti, cu

numeroase aplicatii in mecanica i fizica.

Problema existentei si unicitatii solutiei unei ecuatii diferentiale a fost formulata si
rezolvata pentru prima oara de Cauchy s§i ulterior simplificata de Lipschitz. Metoda

aproximatiilor succesive apartine lui Picard,iar forma sa abstracta lui Stefan Banach.

Lucrarea de fata contine un minimum de cunogtinte de baza din domeniul ecuatiilor
diferentiale si al ecuatiilor cu derivate partiale, care nu pot sa lipseasca din cultura

matematica a unui inginer constructor.

Sunt prezentate urmatoarele capitole: Ecuatii diferentiale, Sisteme de ecuatii
diferentiale, Ecuatii cu derivate partiale de ordinul intdi, Serii Fourier, Ecuatii cu derivate

partiale de ordinul al doilea, Elemente de calcul variational.

Am incercat sa initiem pe cititori in procesul de modelare a proceselor de evolutie
prin ecuatii diferentiale sau ecuatii cu derivate partiale, in studiul existentei §i unicitatii
solutiei unei asemenea ecuatii, in insugirea algoritmilor de calcul a solutiei precum si in

interpretarea rezultatelor.

In cadrul fiecdrui capitol sunt prezentate exemple rezolvate integral, care contribuie
la o buna intelegere a teoriei. Am fost preocupati tot timpul pentru a pastra un echilibru intre

rigoare §i accesibilitate.

Cartea se adreseaza in special studentilor Universitatii Tehnice de Constructii
Bucuresti, dar in egala masura §i altor categorii de studenti din universitati tehnice, precum

si unor specialisti din cercetare §i proiectare.

Multumim referentului stiintific, doamna prof. univ. dr. Ileana Toma, pentru

observatiile si aprecierile facute in urma citirii manuscrisului.

Autorii



CAPITOLUL 1

ECUATII DIFERENTIALE

1.1. Notiuni generale. Exemple. Teorema de existenta si unicitate

Prin ecuatie diferentiala ordinara de ordinul n se intelege orice relatie de forma:
F(x,y,y' 0" y") =0, (1)
unde x este variabila independentd, y = y(x) este functia necunoscuti, ', y'", ...,y sunt

derivatele functiei y si F este o functie reald continui definitd pe un domeniu Q c R™"'.

Dacd Fe # " (Q)" si derivata partiald #0 pe Q, atunci din teorema functiilor

ay(n)

implicite rezultd ca, local, ecuatia (1) se poate pune sub forma

W=y e "), 2)
Ecuatia diferentiala (2) se numeste forma normala a ecuatiei (1).

Prin solutie a ecuatiei (1) [respectiv (2)] pe intervalul / c R, se intelege orice functie
¢:1 >R, declasi #" (1)@, care verificd ecuatia
F(x,0(x),0'(x),...,0" (x))=0, Vxe I
respectiv
P (x)= f(x,@'(x),...,0" " (x)), Vxe I .
Evident, se presupune ci pentru orice x& I, punctul (x,@(x),p'(x),...,0" (x))e Q.

Graficul unei solutii a ecuatiei diferentiale (1) se mai numeste si curba integrala a
acestei ecuatii diferentiale.

Cea mai simpla ecuatie diferentiala se intalneste la calculul integral si consta in aflarea

M) Feste de clasd & pe €, daci F si derivatele sale partiale de ordinul intai sunt continue pe £2.

@ @ estede clasi Z™ pel,dacd @ si derivatele sale @', @"....,@™ sunt continue pe I.
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primitivei unei functii. Intr-adevar, fiind data functia continua f:/ c R — R, daca notaim cu

y primitiva sa, atunci obtinem ecuatia diferentiala:

y'=f(x), xel. 3)
Solutia ecuatiei diferentiale (3) este
y(x)=Fx)+C, (4)

unde F este o primitiva a lui fpe 1.

Constatam ca solutia cautatd nu este unica, ci exista o infinitate de solutii ale ecuatiei
(3). Solutia (4) a ecuatiei (3), care depinde de o constanta arbitrard C, se numeste solutia
generala. Fiecare solutie particulara se obtine din solutia generald dacd dam constantei C o
valoare numerica concreta.

Numeroase probleme din stiintd si tehnica se modeleaza matematic prin ecuatii

diferentiale.

Exemplul 1.1.1. S3 studiem caderea liberd a unui punct material, sub actiunea fortei
gravitationale. Alegem ca axa Oy dreapta verticala pe care se misca (cade) punctul; originea
este la suprafata pamantului, iar sensul pozitiv il alegem in sus. Notam cu y(z) coordonata
punctului M la momentul ¢. Asadar, variabila independentd este timpul ¢, iar functia

necunoscuta este y = y() .
De la mecanica stim cd acceleratia este y"(¢) ; pe de altd parte, se stie ca acceleratia

gravitationald este constantd, se noteazi cu g si este aproximativ egald cu 9,8/ m/s*. Cum
acceleratia gravitationala este orientatd in jos, in sistemul de coordonate ales, va avea semnul

—. Egaland cele doua acceleratii ale punctului, obtinem ecuatia diferentiala:

y'=-g. (5)
Dupa prima integrare, obtinem:
y'(t)=-gt+C, (6)

iar dupa a doua integrare:

2

t
y(t)=g3+Cl t+G,. (7)

Expresia (7) reprezintd solutia generald a ecuatiei (5) si contine doud constante

arbitrare C, si C,.

Din (6), pentru ¢t =0, deducem:
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C, =y'(0)=v, - viteza initiald a punctului.
Procedand asemanator in (7), obtinem:
C, = y(0) =y, - pozitia initiald a punctului.

Cu aceste notatii, obtinem solutia particulara

t2
y(t):_g?+vot+yo- (8)
Asadar, dacd cunoastem pozitia initiala y, a punctului si viteza sa initiala v, din (8)

putem calcula pozitia punctului material in cadere libera la fiecare moment z.

Exemplul 1.1.2. Se stie cd viteza de descompunere a radiului este direct proportionald
cu cantitatea de radiu existentd. Sa presupunem ca In momentul #=0, avem R, grame de
radiu. Sa notdm cu R(¢) cantitatea (in grame) de radiu existentd (rdmasa) la momentul 7 >0
sicuc (c>0) coeficientul de proportionalitate. Suntem condusi la ecuatia diferentiala

R'(t)=—cR(t). 9)

Se verifica, prin derivare, ca solutia acestei ecuatii diferentiale este

R(t)=R,e™™. (10)

Exemplul 1.1.3. Sa studiem oscilatiile mici ale unui pendul (fig. 1). Notam cu y(?)
unghiul format de pendul cu axa verticala la momentul ¢, cu / lungimea pendulului si cu g

acceleratia gravitationald. Asupra punctului material P

M

B

de masa m actioneaza forta gravitationala F , de marime

‘F ‘ =mg, care se descompune In componentele F; si

]72 , de marimi ‘E‘ =mgcos si ‘E‘ =mgsing.

‘ Presupunand firul inextensibil, actiunea fortei F
F se reduce la componenta F,. Observim ca F, este

—-—

orientatd spre origine si este tangentda la arcul de cerc

OP. Lungimea arcului OP cste egald cu /y(t), de unde

deducem cd@ acceleratia unghiulara va fi ly"(¢). Din

F legea a doua a lui Newton, rezultd ca:
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ml-y"(t) = —\Fz\ = —mgsin y(7) .

Deoarece pentru oscilatii mici (adicd valori mici ale lui y), putem aproxima siny =y,

mai departe obtinem ecuatia
n g j—
YO+ y(0)=0. (11)

Se poate ardta ca, solutia generald a acestei ecuatii diferentiale este

y(t)= Acos(\/% t+¢), (12)

unde 4 i @ sunt niste constante arbitrare.

Exemplul 1.1.4. Sa analizdm miscarea unui punct material de masd m care se
deplaseaza pe axa Ox sub actiunea unei forte elastice F orientatd spre origine. Dacd notdm cu
x(t) distanta de la punctul material la origine, la momentul ¢ > 0, atunci, din legea a doua a lui
Newton, rezulta ca:

mi(t)=F.
Pe de alti parte, F fiind o fortd elasticd, este de forma F =—’x(¢). Obtinem astfel
ecuatia diferentiala a oscilatorului armonic:
mi(t)+ @' x(t)=0. (13)
Solutia generala este de forma
x(t)=Acos(wt+¢), A=0,
unde 4 si ¢ sunt niste constante arbitrare.

In ipoteza suplimentara a existentei unei forte de frecare proportionald cu viteza, de
forma —k-x(¢) si a unei forte exterioare f{z) aplicata punctului material, se obtine o ecuatie
diferentiala mai complicatd si anume:

mx(t)+ k() + @’ x(t) = f(1). (14)

Exemplul 1.1.5. Sa studiem geometria unei oglinzi care are proprictatea ca reflecta
razele luminoase provenite de la o sursa punctuala O, sub forma unui fascicol paralel cu o

directie data.
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Alegem punctul O ca origine a axelor de coordonate, axa Ox dreapta paraleld cu
fascicolul si dreapta Oy perpendiculard pe Ox (fig. 2). Fie y = y(x), curba de intersectie
dintre corpul oglinzii si planul xOy. Fie P(x,y) un punct de pe curba, fie 7 punctul de
intersectie dintre tangenta in P la curba si axa Ox si fie PR perpendiculara pe tangentd in

punctul P. Cum PQ este paraleld cu Ox rezultd cd <QPT'=<«OTP =« . Tinand seama ca

unghiul de incidentd @ este egal cu unghiul de reflexie @, deducem ca

0=<OPT =90 -, =90’ -, =, deci <xOP=2¢. Asadar, panta dreptei OP este

. 2
1g2a = 2 Pe dealta parte, panta dreptei P7, este tgor = y'(x). Cum 1g20 = ILOJ’ rezultd
X o

ecuatia diferentiala

y 2y _»
1-y” x’
L y=p(x) care se mai scrie sub forma:
M[0.y(a)] R S
Pky) @ ) 0 2x—y(—'—y).
@ Y
o R Derivand aceasta ecuatie Tn raport
o o cu y si tinand seama ca ax = L' ,
T 0 x dy 'y
obtinem:
1 1
Fig. 2 y' oy y©ody dy
si mai departe
1 dy '
sau
Loy ' Ley”
yv dy y|2 .

Simplificand cu y' sicu 1+ y ", rezulta:

=YD
y'dy

deci
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d_y':@ (15)

yoy
Dupa o prima integrare, obtinem

1n|y'|:1n|y|+lnCl, C >0,

2
sau yy'=C, respectiv yy'=—C,. Dupa incd o integrare, rezulta y7 =Cx+C,, deci

y? =2Cx+2C,. (16)
Asadar, am obtinut o familie de parabole.

Fie M punctul de intersectie al curbei y = y(x) cu axa Oy. Deoarece triunghiul OMT
este dreptunghic isoscel, rezultdi ci a=45", deci y'(0)=1. Daci in (16) facem x=0,

obtinem

C, = Y0 (17)

Pe de alta parte, derivand (16), rezulta

w'=C.
C2
Cum y'(0)=1, rezulta y(0)=C, si mai departe C, = 71 . Prin urmare, solutia
generala a ecuatiei (15) este
Y =2Cx+C;, (18)
care reprezinta din punct de vedere geometric o familie de parabole simetrice fata de axa Ox.
Focarul acestor parabole coincide cu originea O a axelor de coordonate. Daca fixam

C, sirotim parabola in jurul axei Ox, obtinem paraboloidul de rotatie
Y +zi= 2C1(x+%).

Asadar, oglinda are forma unui paraboloid de rotatie.

Asa cum am vazut si In exemplele prezentate, o ecuatie diferentiald poate avea o
infinitate de solutii.
Fie ecuatia diferentiald de ordinul intai sub forma normala:

y'=fxy) (19)

unde feste o functie continui definiti pe multimea deschisi D c R”.
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Pentru a izola o anumita solutie a ecuatiei (19), se impune o conditie initiald si anume:

pentru x =x,, solutia sd ia valoarea y,. Din punct de vedere geometric, aceasta revine la
gasirea curbei integrale care trece prin punctul M ,(x,,y,)e D.

Definitia 1.1.1. Se numeste problema Cauchy pentru ecuatia diferentiald (19) si

punctul M (xg,y9)€ D, problema care consta in determinarea unei solutii y =¢@(x), xe I, a

ecuatiei diferentiale (19), care verifica conditia initiala:

(D(XO) =)o- (20)

Lema 1.1.1. Rezolvarea problemei Cauchy (19) - (20) este echivalenta cu rezolvarea

ecuatiei integrale:

Y@ =yo+ [ fly)de, xel. 21)

Demonstratie. Intr-adevir, daci y=¢(x), xe I, este solutic pentru problema Cauchy
(19) - (20), atunci
Pty =flto]., ¥ tel si o(x))=yp.

Integrand prima identitate, obtinem:

o) -p(x)=[ godi=] flLo]ds, Vxel.
Cum ¢(xy) =y, rezulta ca ¢(x):y0+jx flte@®)dt, ¥V xel, deci y=¢p(x), xel, este
X0

solutie pentru ecuatia integrald (21).

Reciproc, dacd y =¢(x), xe I, este solutie pentru ecuatia integrala (21), atunci
X
(”(X)ZJ’O"'Ixof[l,(D(t)]dt ,V xel.

Evident ¢(xg)= y,. Pe de alta parte, prin derivare obtinem:

P(x)=f[xex)],V xel,

deci y=¢(x), xe I, este solutie pentru problema Cauchy (19) - (20). m
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Definitia 1.1.2. O functie f:DcR? >R se numeste lipschitziand in raport cu y, in

, oricare

domeniul D, daca exista o constantd L >0 astfel incat | F(xxm)-f(x, y2)| < Ly-»m

ar fi punctele (x,y;) si (x,»,) din D.

A

Observatia 1.1.2. Daci multimea D c R* este deschisi si convexi, fe # (D) si >

este marginita pe D, atunci f este lipschitziand in raport cu y pe D.

Intr-adevar, fie M > 0 astfel incat

Jf
‘g(x,y) <M,V (x,y)eD.

Din teorema lui Lagrange, rezulta:
9
£ )= 1 (52) = -5 E) 1 32).

unde (x,&) este un punct interior pe segmentul de dreaptd inclus in D, de capete (x,y;) si

(x,»,) . Asadar, avem:

|.f(xay1)_.f(xay2)|SM|yl_y2 5 v (an/l) 51 (x,J/Z) dinD)

deci feste lipschitziand pe D.

Teorema 1.1.1. (Teorema de existenta si unicitate)
Fie f o functie reald continud, definitd pe dreptunghiul D = [x0 —a,xo+a]x[yo—b,yo+b],
a>0, b>0. Daca f este lipschitziana in raport cu y, pe D, atunci existd o solutie unica

y=¢(x), xe I c(xo—a,xq+a), pentru problema Cauchy
V=1(xy), (xy)eD,

J’(Xo)=)’0-

Demonstratie. Pentru inceput, vom arata ca existd o solutie a problemei Cauchy. Con-
form Lemei 1.1.1, aceasta revine la a ardta ca existd o solutie a ecuatiei integrale (21). De-
monstratia se bazeazd pe metoda aproximatiilor succesive a lui Picard, care nu numai ca

stabileste existenta solutiei, dar ne da si un procedeu de constructie (aproximativ) a acestei

solutii. Cum f este continua pe multimea compacta D, rezulta ca f este marginita pe D. Fie
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M >0 astfel incat | f(x, y)| <M,V (x,y)e D.Daci notdim cu L constanta lui Lipschitz pe D,

atunci, pentru orice doud puncte (x,y;) si (x,»,) din D, avem:

|f(x,y1)—f(x,y2)|SM|y1—y2|. (22)
A Fixdam un numar a€(0,1), notam cu
y
. b «a . .
h me{a’ﬁ’f} si cu [ intervalul [xo—h,xy+h].
¢ _/
Yo Evident, I ¢ (x,—a,x,+a).
D
Definim prima aproximatie y, =y, (x), xel,
Ol x-h x xp+h : astfel:
@) =y + [ f(t,y)de, xe 1.

Fig. 3 %o

Deoarece f este continud, rezultd ca ), este

continud pe /. Pe de alta parte, pentru orice x€ I, avem

t b
[ di|= M x| <Mh<M-—=b.

X0

jV@MMwSM

X0

|y1(x)—y0|S

Asadar, y,: 1 —[y,—b,y,+b], deci (¢,y,(t)) e D, Viel.

Construim aproximatia a doua y, = y,(x) astfel:

2 () =y, + [ fy )t xe 1.

Xo

Din continuitatea functiilor /'si y,, rezulta continuitatea lui y,. Observam ca

[ (&) |t

X0

| 12 ()= yp | < <M |x—xo| SMh<b,

deci

v, (x)e[y,—b,y,+b], Vxe I

sau (t,y,(t))e D, Vxel.

In general, definim aproximatia de ordinul », astfel:

V0= 3+ [ 3, O)d, xe (23)

R
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si constatdm cd y, este o functie continud pe / cu valori in intervalul [y, —b,y, +b], deci

(t,y,(t)e D, Vxel.
Procedeul continud nedefinit.
Sirul de functii y,:1—[y,—b,y,+b], ne N, definit prin formula (23), poarta
numele de sirul aproximatiilor succesive.
Consideram urmatoarea serie de functii pe /:
Yot =) et (¥, =Y, +o (24)
si observam cd sirul sumelor sale partiale (s, ), este chiar (y,),,
s,(x)=y,(x), Vxel.
Daca vom ardta ca seria (24) este uniform convergenta pe /, va rezulta ca sirul (y,),

este uniform convergent pe /. Folosind ipoteza ca functia f este lipschitziand pe D in raport

cu y, avem:

<L <

[ 310)=yo |t

X0

|y2(x)—y1(x)| =

£ (. 10) = £ (t.30(0)] dt

_ gl 2x°| M

“t X |dt o

X0

Asadar, avem:

, Vxel. (25)

|y2(x)_y1 (x)| =

Folosind din nou faptul ca f este lipschitziana si tindnd seama de (25), rezulta:

| 33() = 12(x)| = f|f(t,y2(r))—f(r,yl(t>)|dt <L f|yz(t>—yl(t>|dr <
LZMHZ wf =52
deci:
|73(x) = », (x)| < x—x,|", Vxe 1. (26)
In general, avem:
()| LM v-x,| < LM 40 el 27)

n! n!
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y g . oM 5 S
Observam cd seria numerica Z—'h este convergentd, asa cum rezultd din
= n!
criteriul raportului:
.U . M-I n! . Lh
lim —L = [im h —— =lim =0<l1.
noe y o= (n+1)! M-L"h" nm>=n+l

Conform (27), seria de functii (24) este majoratd pe intervalul / de o serie numerica
convergentd, deci seria (24) este uniform convergentd pe [, conform criteriului lui
Weierstrass.

Asadar, am demonstrat ca sirul aproximatiilor succesive (23) este uniform convergent
pe intervalul /. Notam cu ¢ limita acestui gir. Cum y, ——> @ si y, sunt functii continue pe
I, rezultd ca ¢ este, de asemenea, continua pe /.

Pe de alta parte, avem:

[ (&:30a0) = 1 (6,000 dt | < L| [ | yuca(6) - ()| ] <
X0 X0
<Ly, —o|.|x—x|<Lh |y, —9].. (28)
unde am notat cu
v, =9 =supdly,. (x)—@(x);xe I}.

Faptul ¢ y, —— ¢ revine la a spune cd
i, ol =0.
Din aceasta observatie si din (28) deducem ca

lim [ f(t,3,.,(0)de = [ f(t.p)de. Ve .

In sfarsit, trecand la limita in (23), obtinem:
0(x)=y, + [ f(L.p0)dt, Vxe .,
Xo
deci ¢ este solutie pentru ecuatia integrald (21) si cu aceasta am dovedit existenta solutiei

problemei Cauchy.

Pentru a demonstra unicitatea acestei solutii, sd presupunem ar mai exista o solutie ¥

astfel incat
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w(x) =y, + [ 6w @)dt, Vxe .

Xo

In continuare, pentru orice xe /, avem:

<

| )~y ()] <

[ 1/ (t.00) - £ (e )t
X0

X

[lo) -y |de

Xo

<L <L|p-y|_-h.

Tinand seama de definitia lui /#, deducem

e <Lyl - TF=afo-vl..

lo—w]. =sup{e(x)—w(x)

Cum o€ (0,1), aceasta inegalitate nu este posibild decat daca ”(P_‘//”m =0, deci daca

@ =y sl cu aceasta unicitatea este doveditd. m

Exemplul 1.1.6. Sa se rezolve problema Cauchy

. [ fr3
Y=Y, (X,J’)GD—{ 292:|X|:272:|7

y(0)=1.
1 3 .
Avem f(x,y)=y, (x,y)eD, x=0, yy=1, azbza, M=5 siL=1.
1 ) 1 11) 1 . 11
Daca alegem a:E, atunci h=min(5,§,5]=§, deci ]={—§,§]

Sirul aproximatiilor succesive aratd astfel:
1(x) =1+j(;“1dt =1+x,

2
X X
yz(x):1+J'O (1+t)dt=l+x+7,

2 2 3
X t
ys(x)=1+'[0 (1+t+7]dt=1+x+%+%,

2 n

yn(x)=1+x+x—+...+—, xel,
2! n!
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oo n

X .. . o . .
Cum e*=) — Vxe R, convergenta seriei este uniforma si (y,), este sirul sumelor
n:
n=0

partiale ale seriei, rezultd ca y, —?—)(p, unde ¢(x)=¢e", xe R.

Observatia 1.1.2. In exemplul precedent am putut afla limita sirului aproximatiilor
succesive. De regula, acest lucru nu este posibil si de aceea se aproximeaza limita acestui sir

cu aproximatia de ordinul #, adicd cu functia y, definitd in (23).

Exemplul 1.1.7. Si se rezolve problema Cauchy
Y=at+y?, (xny)e D=(-Lhx(-LD),

1(0)=0.

1 . . 11 1 .
Avem a=b=1, xy=yy=0, M =2. Daca alegem a=z, atunci h=m1n[1,5,5)=—, deci

11 . S . <
1= [_5’5} . Sirul aproximatiilor succesive arata astfel:

X 2 x3
n=[ dr="

6 3 7
rxl 2 8 XX
=, {f T]d’—?*a’

el,..

2
A/ 37 . 2yl . BE .
3 63 2079 59535°

ya(X)=1+j; t2+[?+§ dt="—+

Putem aproxima solutia problemei Cauchy cu y,, deci

()~x3+x7+2x11+ ¥ re _1 1
P = 36372079 T 59535° '

In continuare, vom evalua eroarea care se face in metoda aproximatiilor succesive.

Teorema 1.1.2. [n conditiile si cu notatiile Teoremei 1.1.1, avem:

M . thnﬂ

e Vxel,
(n+1)!

|p(x) =y, (x)| <

unde @ este solutia exacta a problemei Cauchy, iar y, este aproximanta de ordinul n.
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Demonstratie. Din (27) deducem:

yn+p(x)_yn(‘x)‘ =‘(yn _yn+1)+(yn+1 _yn+2)+"'+(yn+p—l _yn+p)‘ S

MthnH MLn+1hn+2 MLn+p—1hn+p
< + fot—————
(n+1)! (n+2)! (n+ p)!

ML [ Lh (Lh)? (Lh)"" j
= 1+ + +..+ <
(n+1)! n+2 (n+2)(n+3) (n+2)...(n+p)

nyn+l 2 p-1 p
:—ML h 1+L—h+ (Lh) +...t+ (Lh) + (Lh) .
(n+1)! 1! 2! (p-D! p!

Asadar, avem:

nyn+l 2 -1 »
yn+p(x)—yn(x)‘<M[1+L_h+(Lh) + +(Lh) +(Lh)

(n+1)! o2t (p-D! p!

Trecand la limita dupd p ( p — o) in ultima inegalitate, obtinem:

J, Vxel.

P()— 3, ()| < M(L

e’ Vxel.m
n+1)!

Definitia 1.1.3. Fie ecuatia diferentiala

y'=f(x5y), (x,y)e QcR%. (29)
Presupunem, in plus, ca in domeniul Q sunt indeplinite conditiile teoremei de existenta
si unicitate. Prin solutie generala a ecuatiei diferentiale (29) in domeniul €, se Intelege o

familie de solutii y =¢(x,C), xe I,unde C este o constantd arbitrara, cu proprietatile:

a) (x,0(x,C)eQ, Vxel, VC,;
99
b) &= flx.g(x.C)L. Vxe 1. VC;
X

c) Pentru orice punct (x,,y,)€ €, existd o constantd C, unica astfel incat

o(x),Co) =y, -

Exemplul 1.1.8. Solutia generald a ecuatiei diferentiale y'=1, (x,y)e R*, este

y=x+C, xeR, unde C este o constantd reald oarecare. Intr-adevar, in acest caz,

f(x,y)=1, V(x,y)e R” si este evident ci sunt indeplinite conditiile de existenta si unicitate
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din Teorema 1.1.1. Pe de altd parte, avem (x+C)'=1 si V(x,,y,)€ R* existd o constantd

unica C, =y, —x, astfel incat y, =x,+C,.

Definitia 1.1.4. Prin solutie particulara a ecuatiei diferentiale (29) se intelege o solutie

a sa obtinuta din solutia generala a ecuatiei (29), prin particularizarea constantei C.

In exemplul 1.1.8, pentru C,=0, C,=1, C,=-1 etc, obtinem solutiile particulare

y=x,y,=x+1, y,=x-1 etc.

Observatia 1.1.3. Teorema 1.1.1 are un caracter local, In sensul ca, dacd intr-o
vecindtate a punctului M(x,,y,), functia f este continud si lipschitziana in raport cu y (in

particular, are derivata partiald in raport cu y marginitd), atunci problema Cauchy admite o

singura solutie a carei curba integrala trece prin punctul M.

Observatia 1.1.4. De reguld, solutia generald nu se obtine sub forma explicitd din
Definitia 1.1.3, ci trebuie ganditd ca solutia implicitd y=¢@(x,C), definitd de ecuatia
®(x,y,C)=0 obtinutd prin integrarea ecuatiei diferentiale (29). Ecuatia ®(x,y,C)=0 se
mai numeste si integrala generald (sau completd) a ecuatiei diferentiale (29). Ecuatia

®(x,y,C,)=0, obtinutd prin particularizarea constantei C, se mai numeste si integrald

particulara.

Definitia 1.1.5. Se numeste solutie singulara a unei ecuatii diferentiale, o solutie a
acestei ecuatii care are proprietatea cd, in orice punct al curbei sale integrale, nu sunt

satisfacute conditiile de unicitate.

Aceasta revine la a spune ca pentru orice punct (x,,y,) al curbei integrale a acestei

solutii, existd o altd solutie a ecuatiei diferentiale, a carei curba integrala trece prin acest punct
si este diferitd de aceasta. Din Definitia 1.1.5 deducem ca solutiile singulare se cauta in

punctele unde nu sunt satisficute conditiile Teoremei 1.1.1. Daca f este continud, atunci
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solutiile singulare trebuie cdutate in punctele unde f nu este lipschitziand, de exemplu, in

J

punctele unde —— nu este marginita.
Y

Exemplul 1.1.9. Fie ecuatia diferentiala

2

¥=3y3, (x,y)e R, (30)

2 of 1

Avem f(x,y)=3y3, V(x,y)e R*. Evident, f este continui pe R’. Cum a—=2y 3,
y

rezulta ca 31 nu este marginit pe axa Ox (y =0). Pe de altd parte, este evident cd y =0 este
v

o solutie a ecuatiei (30). Asadar, y =0 este o solutie singulara a ecuatiei (30).
Fie Q=R*\{(x,0);xe R} . Solutia generali a ecuatiei (30) in Q este y =(x+C)’, cum

se verifica imediat. Fie (a,0) un punct oarecare de pe axa Ox.

Fig. 4

Prin acest punct trece solutia singulari y =0 si solutia particularid y=(x—a)’, xe R.
Din punct de vedere geometric, curba integrala a solutiei singulare este Infasurdtoarea

familiei de curbe integrale ale solutiei generale.

1.2. Ecuatii diferentiale de ordinul intdi de forme particulare
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1.2.1. Ecuatii diferentiale cu variabile separabile

O ecuatie diferentiald cu variabile separabile este o ecuatie de forma:

fi)-21(»)- Y+ f(x)-g2(») =0, (1)
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unde f|,f>:IcR—R sunt functii continue, f;# 0 pe [, iar g;,g,:J c R —R sunt functii
continue, g,# 0 pe J, I si J fiind intervale. Impartind cu £,(x)- g,(v) , se separd variabilele si

ecuatia devine:

gl(y) fz(x)
dy=— dx . 2
o0 P A T @)

Integrand in ambii membri, obtinem:

gl(y) fz(x)
dy =— dx+C, CeR.
Jan @ =T d+c. Ce

Se obtine astfel solutia generala sub forma implicita a ecuatiei diferentiale. Explicitand

in raport cu y (daca este posibil), se obtine o expresie de forma y =h(x,C), Ce R, care este

solutia generala sub forma explicita a ecuatiei diferentiale (1).

Exemplul 1.2.1. Sa se gdseasca solutia ecuatiei diferentiale
(1+x2)yy'+x(l+y2) =0,

care indeplineste conditia initiald y(1)=2.

Ecuatia se pune sub forma echivalenta Y sdy = al 5dx . Integrand, obtinem:
1+y 1+x
Y
dy =—|——=dx,
Il+}g 4 jl+x2
deci
l1n(1+y2) =—lln(1+x2)+llnC C>0
2 2 2 ’ ’
sau
C
l+y°=——, C>0.
4 1+x2
. . . . . 9—x2 .
Din conditia initiala y(1)=2, obtinem C=10 §i mai departe y== T Evident,
+x

solutia cautata este

2
y= 9—x’ X € (_3’3)
\ 1+x
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Exemplul 1.2.2. Sa se gaseasca solutia generald a ecuatiei diferentialexy'=y, x>0,
y>0.
Se observa ca ecuatia diferentiala datd se poate scrie sub forma echivalenta:
dy dx
yoox
Integrand in ambii membri, se obtine:

Iny=Inx+InC, Ce R,
sau y=Cx, Ce R’
Observam ca, desi calculele sunt facute in domeniul D =(0,o0)Xx(0,00), functia
y=Cx, CeR, verifici ecuatia diferentialdi pe R*. Asadar, solutia generali a ecuatiei

diferentiale date, este y=Cx, Ce R.

1.2.2. Ecuatii diferentiale omogene

Sunt ecuatii diferentiale de forma
¥
=12, G)

unde f'este o functie continud pe un interval 7, 0¢ / .

Dacd notim cu u=2> si consideram u = u(x) noua functie necunoscutd, rezulta
X

y(x)=xu(x) si y'=u+x-u'. In urma acestei schimbari de functie necunoscuti, ecuatia (3)
devine o ecuatie cu variabile separabile, anume:
utx-u'=f(u).
Cazul f(u)=u se reduce la o ecuatie cu variabile separabile si se rezolva ca mai sus.
Putem deci presupune ca f(u)#u. Separand variabilele obtinem:

du dx

fu)—u - X

si mai departe

,CeR".

IﬂLzln|x|+ln|C

u)—u
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Exemplul 1.2.3. Sa se gdseasca solutia ecuatiei diferentiale

2
yf=z+[zj x#0,
X X

care Indeplineste conditia initiald y(2)=1.

Notand cu u:Z, obtinem u+xu'=u+u® sau xu'=u’. Presupunem, in continuare,
X

. . . du dx R <
y # 0. Ecuatia diferentiald xu'=u" se scrie sub forma — =— Integrénd, rezulta
u X

L a+m|d], ceR'.
u

. x . g . : . 9
si mai departe ——=1In|C||x|, x#0. Din aceasta relatie se obtin solutiile corespunzatoare
y

diferitelor conditii initiale. Impunand conditia y(2)=1, se obtine |C| =27 care conduce la

—£=—2—ln2+ln|x
y

, x#0. Deoarece ne intereseaza cazul xe (0,e), rezultd ca solutia care

indeplineste conditia initiald y(2) = 1 este y =m ’
—Inx

X€e (O,2e2).

1.2.3. Ecuatii diferentiale liniare de ordinul intdi

Ecuatiile diferentiale liniare neomogene, de ordinul inti, sunt ecuatii de forma:
Y+ P(x)y=0(x), (4)
unde P si Q sunt functii continue pe un interval /.
Ecuatia liniara omogend asociata este
V' +P(x)y=0. (5)
Observam cd ecuatia omogena (5) este o ecuatie cu variabile separabile. Separand varia-
bilele si integrand, obtinem:

d7y=—P(x)dx, y#0,

,CeR’

In|y|=~[ P(x)dx+1n|C

si mai departe
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*

—J.P(x)dx’ CeR,

y=[Cle
care este echivalentd cu
yzCe_-[P(x)dx , CeR".
Desi aceasta solutie s-a obtinut in ipoteza y # 0, care presupune C # 0, observam ca
ecuatia (5) admite si solutia y = 0 care s-a pierdut la impartirea cu y. Asadar
y= coron , CeR, (6)
reprezintd solutia generala a ecuatiei omogene (5).
Pentru a obtine solutia generald a ecuatiei neomogene (4) folosim metoda variatiei

constantei a lui Lagrange $i anume: cautam solutia ecuatiei neomogene (4) de forma

y=p(x)e 17N %

unde ¢ este o functie de clasd # " pe intervalul /. Pentru determinarea functiei ¢ punem

conditia ca (7) sa fie solutie pentru ecuatia (4) si obtinem:

, —| P(x)dx —| P(x)dx —| P(x)dx
PO o IO 1 P e 1O = o)
Efectuand calculele, rezulta
()= 0(x)e "%
si mai departe
x)dx
p(x)=[owel " ax+c.

Inlocuind in (7) obtinem solutia generald a ecuatiei neomogene (4) si anume:

y=e_jp(x)dx(C+IQ() jp(x)dx ) )

Exemplul 1.2.4. Si se giseasca solutia generala a ecuatiei diferentiale
4 . .
Y+ ysinx =—sinx cosx.

Folosim formula (8) cu P(x)=sinx si O(x)=—sinx cosx . Inlocuind in (8), obtinem:
y=e"*" (C - Isinx cosxe_cosxdx) =% (C —e “®*cosx— e_cosx) ,

COoSXx

deci y=Ce"®* —cosx—1.
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1.2.4. Ecuatii diferentiale de tip Bernoulli

Sunt ecuatii diferentiale de forma:
¥ +P(x)y=0(x)y*, aeR\{0,1}. 9)
Presupunem ci P si O sunt functii continue pe un interval /. Impartind cu y*, pentru
y#0, obtinem:
Y+ Py = 0().
Daci facem schimbarea de functie y'™*=z, unde z=2z(x) este noua functie necunoscu-

ta, rezulta (1-o)y™ )’ =2 si mai departe

’

4
l-o

+P(x)z=0(x). (10)

Ecuatia diferentiala (10) este o ecuatie diferentiala liniara de ordinul intai si se rezolva

ca in sectiunea 1.2.3.

Exemplul 1.2.5. Si se gdseasca solutia generala a ecuatiei diferentiale
1
y'—l =—y*Inx, x € (0,0).
3x

A < , 31 S
Impartind cu y*, pentru y # 0, rezulta y™*.y 37 3 =§1nx. Daca notam cu z=y ",
X

atunci 2 =-3y™*)" si ecuatia devine:

1
Z+—z=—Inx.
X

.- C e e e o . . 1 .
Aceasta este o ecuatie diferentiala liniard de ordinul intai, cu P(x)=— si Q(x)=—Inx.
X
Folosind formula (8) obtinem:

z=e ¥ (C—Ilnxelnxdx) = %(C—J‘x 1nxdx)

. . C C
si mai departe z=—+£—£~lnx.Asadar avem: y_3:—+£—£-lnx,x>0,y¢0.
x 4 2 x 4 2

Diferite solutii particulare se obtin precizand conditiile initiale.
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1.2.5. Ecuatii diferentiale de tip Riccati

Sunt ecuatii diferentiale de forma
¥'=P(x)y* +0(x)y+R(x) (11)
unde P, Q si R sunt functii continue pe un interval /.
In general, o ecuatie de acest tip nu se poate integra prin cuadraturi. Astfel, inci din
1841, J. Liouville a demonstrat ca exista ecuatii diferentiale de tip Riccati care nu sunt ,, inte-

’

grabile prin cuadraturi”, adica solutiile lor nu pot fi exprimate ca primitive ale unor functii

continue. De exemplu, ecuatia Riccati foarte simpla:
y'=xtyt,
nu este integrabila prin cuadraturi.
Cel mai simplu si mai cunoscut caz de integrabilitate a ecuatiei Riccati este acela cand
se cunoaste o solutie particulard a acestei ecuatii. Daca se cunoaste o solutie particularda a

ecuatiei diferentiale (11), anume y,:Jc/l—R, atunci efectudnd schimbarea de functie

1 o . . C et o s 1A A
y =y, +—, ecuatia diferentiala se reduce la o ecuatie diferentiala liniara de ordinul intai.
z

Intr-adevar, derivand si inlocuind in ecuatia (11) obtinem:

’
, z

1 1
Y —Z—2=P(x)(y,2, +2y7p+z—2j+Q(x)[yp +;j+R(x).

Tinind seama c@ y,, verificd ecuatia (11), deci cd

Yy =P(x)- ¥y +0()- v, +R(x),
rezulta
7+ [2 ypP(x)+ Q(x):l z=—P(x). (12)

Se observa ca ecuatia diferentiala (12) este o ecuatie diferentiald liniara de ordinul intai.

Observatia 1.2.2. Se poate ardta ca, orice ecuatie diferentiala de tip Riccati de forma
B C
V=AY +—y+—,
X X
unde 4,B,C e R satisfac conditia (B + 1>’ ~4A4C >0, admite o solutie particulard de forma

y,(x)==, ceR.
X
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Exemplul 1.2.6. Sa se integreze urmatoarea ecuatie diferentiala de tip Riccati:

, 1, 2
=—y"——, x € (0,00).
Y==3V""33 (0,%0)
. A . . - 1 . . <
Tindnd seama de observatia 1.2.2, se constatd ca y =— este o relatie particulara a ecua-
X

. . . . 1 1 . .
tiei date. Facem schimbarea de functie y =—+— si obtinem:
X Zz
1 7 Ifr 2 1 2
R e e B e
x° Xz z 3x

Rezulta urmatoarea ecuatie diferentiala liniard de ordinul intai:

a carei solutie generald este z=Cx3 +x.
Solutia generala a ecuatiei Riccati este:

1 1

=—t—— 0,00).
X sz/3+x’xe (0.22)

y

1.2.6. Ecuatii diferentiale de tip Clairaut

Sunt ecuatii diferentiale de forma:
y=x"+9(y), (13)
unde @ este o functie de clasd # " pe un interval J.

Notand )= p ecuatia devine y=x-p+¢(p).

A 1A . d N/ .
Derivand in raport cu x obtinem: p=p+ xd—p+ o'( p)d—p , deci
X X

0 \19P
—=0.
[x+(p)]—-
. dp . . )
Daca o 0, rezultd p = C si mai departe
X

y=Cx+¢(C). (14)
Familia de solutii (14) reprezinta solutia generala a ecuatiei (13). Din punct de vedere
geometric, curbele integrale corespunzatoare acestei solutii sunt drepte.

Pe de alta parte, din x+¢'(p) =0, obtinem solutia singulara (sub forma parametrica):
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{x - _¢'({) ) . (15)
y==p@(p)+@(p)

Curba integrala corespunzatoare solutiei singulare (15) este infasurdtoarea familiei de

drepte (14).

Exemplul 1.2.7. Si se integreze ecuatia diferentiald de tip Clairaut

72
y=xy -
-

: y c?
Solutia generala este y=C X=— Ce R.

Solutia singulard sub forma parametrica este:

X=p
S
2

2
c e A N - .. . . X . v -
Eliminand pe p intre cele doud ecuatii parametrice, obtinem y =5 adicd o parabola,

. gy o c?
care este infasuratoarea familiei de drepte y=C X=—, Ce R (fig. 1).

A

Fig. 1

1.2.7. Ecuatii cu diferentiale exacte. Factor integrant

Sunt ecuatii diferentiale de forma:

P(x,y)+0Q(x,y)y'=0, (16)
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unde P si Q sunt functii de clasd #" pe dreptunghiul D =(a,b)x(c,d), Q# 0 pe D si

P 30

Y axpD

Fie (xp,)9)€ D un punct oarecare fixat si fie 7' : D — R, definita astfel:

F(x,y)= _[ P(t,y0 dt+J. O(x,t)dt, (x,y)eD. (17)

Propozitia 1.2.7. In conditiile de mai sus, orice functie implicitd y=o(x), definitd de

ecuatia F(x,y)=C, C € R, este solutie pentru ecuatia diferentiald (16) si orice solutie a

ecuatiei (16) este de aceastd forma.

F F
. —=P si aa—_Q Intr-adevar, tinand

Demonstratie. Pentru inceput vom arata ca —

%Y

seama de formula de derivare a integralei cu parametru si de ipoteza il rezulta
"y
oF Q
a—xP(,0+J.Oa xt)d P(,y0+J‘Oat xt)d

=P(x,y0)+P(x,y)=P(x,50) = P(x,y) .

De asemenea, avem 3—F=Q(x, v). Asadar, functia F’ definita in (17) are proprietatea ca
Y

oF . OF . . .
—=P si 9 _ 0. Cu alte cuvinte, forma diferentiala w=P(x,y)dx+Q(x,y)dy este exacta.

ox dy
Fie ecuatia

F(x,y)=C, (x,y)e D. (18)

or SRS - o . :
Deoarece a—:Q;t 0 pe D, rezultd ca 1n vecinatatea oricarui punct din D ecuatia (18)
V

defineste o functie implicitd y=¢(x), x € I. Deoarece F[x,p(x)]=0,V x € I, derivand obti-
oF oF N
nem a—x[x,qo(x)]+$[x,¢(x)]-go(x) =0,Vxel

- oF . OF
Tinidnd seama cd —=P si >

=0, deducem ca
ox
Plx,0(x)]+0[x,0(x)]- ¢(x)=0, V x € I,
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deci y=¢(x), x € I este solutie pentru ecuatia (16).

Reciproc, fie y =¢(x), x € I, o solutie a ecuatiei (16). Atunci, V x € [, avem
(x.p(x))e D si P[x,0(x)]+0[x,0(x)] ¢(x)=0.

oF .
Deoarece — =P si

. =0, rezulta

Ea
oF oF ;oo
g[x7¢(x)] +$[X,¢(X)] : (0 (X) =0 5 v X € Ia

ceea ce este echivalent cu

d
g(F(x,(p(x))) =0,Vxel

Din ultima relatie deducem ca F[x,p(x)|=C,V x € I, deci y=¢(x),x € I, este o functie

implicita definita de ecuatia (18). =

Exemplul 1.2.8. Si se afle solutiile ecuatiei diferentiale
(3x* = »)+(3y*=x)y'=0, (x,y)e R? \{(3a2,a); ae R} .

90 oP

- X, g—g——l.

Avem P(x,y)=3x2—y ) Q(x,y)=3y2

F(x,y)= _[;0<312 —yo)dt+I:0 (32 = x)dt = x>+ 3° =3y + xy0 — x5 — Vi -
Asadar, orice solutie a ecuatiei date este de forma y=¢(x), xe I, unde @ este o functie

implicita definiti de ecuatia x> +y°—xy=K .

. . 0P 9 . 9 . .
Observatia 1.2.3. Daca —;ta—Q, atunci se cautd un factor integrant. Prin factor
X

dy
integrant se intelege o functie u=u(x,y), ue # (D), u+0 pe D, cu proprietatea

ad ad
Sl H()0(x2)] = 5 [4(x2)P(x.0)]. (x.3) D (19)
Asadar, sd consideram ecuatia diferentiala

, . 00 oP
P(x,y)+0(x,»)y'=0, 0#0 pe Dsi gig (20)
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Dacd reusim sa gasim un factor g =u(x,y) si inmultim ecuatia (20) cu acest factor
integrant, obtinem ecuatia echivalentd u(x,y)P(x,y)+u(x,y)0(x,»)y'=0, care este de tipul

(16) si a carei solutie se afla in conformitate cu Propozitia 1.2.7.
Determinarea factorului integrant se face prin incercari. Sa cautam pentru Inceput un

factor integrant de forma u = u(x) (care depinde numai de x). Din (19) rezulta
, 20 oP
()0 (x,y)+ H(x)= == ﬂ(X)g

si mai departe

oP 00
H(x) 9y ox
= _ 21
w0 2D
op 00
Pentru ca egalitatea (21) sd fie posibila trebuie ca expresia % sa depindd numai
de x.
o 99
dy Ox

Asadar, ecuatia (20) admite factor integrant = u(x), daca depinde numai de

x. Sa notam cu

oP_90
dy O
P =5
. M(x) .. . . 3
Atunci ) ¢(x) si integrand obtinem In| u(x)|= j P(x)dx+C .

Putem alege factorul integrant u(x)= eI e

Exemplul 1.2.9. Determindnd un factor integrant, sa se gaseascd solutia ecuatiei dife-

rentiale
(1—x2y)+x2(y—x)y':0,x¢O,x;ty.
oP dQ
P v ox 2
Avem P=1-xy, Q:xz(y—x), a—Q:2xy—3x2;ta—:—xz, M:——. Rezulta ca
ox ady 0 X

2
—|=a 1 o A . . . .
Ux)=e J5 =— . Amplificand ecuatia data cu acest factor integrant, obtinem
X
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(%—y}(yﬂ)y':o-

1 . oP, .
si O;=y—x.Observam ca —1—@:—1 . Atunci
-y

Fie P, = =
©hn x2 dy Ox

_[x 1 y _y2 1
F(x,y)—jxo[t—z yojdt+Iy0(t x)dt—7 ; xy+K.

Solutia ecuatiei va fi orice functie implicitd y =¢(x), xe I, definita de ecuatia

2
y 1
————xy=C.
2 x g4

In mod analog, se arati ci ecuatia (20) cu P # 0, admite un factor integrant depinzand
9Q P
ox

numai de y (¢ = u(y)), daca expresia Tay depinde numai de y.

Exemplul 1.2.10. Determinand un factor integrant, s se gaseasca solutia ecuatiei dife-

rentiale
2 2\.7_ 2
% (2x—3y)+(7—3xy )y =0, y#0, 2x#3y, 7T#3xy".

Avem succesiv

P 90
P: 22 —_— = [/ — 2 _—= —_ 2 —_—— 2.
v (2x-3y), 0=7 3xy,ay xy=9y", 5 -==3y";
30 P
K _ox oy _ 2. 1
() P v’ H) ¥y

- . . 9 1 . . . 9 7 ,
Inmultind ecuatia data cu —-, obtinem ecuatia echivalenta 2x -3y + (—2— 3xj y'=0.
y

9 _ohR_

) 7 )
Fie B(x,y)=2x-3y, Ql(x,y)—?—3x.EV1dent > 3

7 7
F(X,y) :J.;Co(zt—3y0)dt+.|.;0[t—2—3de[:x2_3xy_;+c ]

. . . . . 7 .
Orice functie implicitd y=g(x), xe I, definitd de ecuatia x*—3xy——=K este solutie
y

pentru ecuatia data.
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Dacd ecuatia nu admite factori integranti de forma u=u(x) sau u=u(y) se cautd

factori integranti de forme mai complicate y=pu(xy), u=ulax+by), u= ,u(%) etc.

1.3. Ecuatii diferentiale liniare de ordinul n

O ecuatie diferentiald liniara neomogend de ordinul n este o ecuatie de forma:
) 4 =Dy o+ + = I (1)
ag(x)y™ +ay(x)y et ay ()Yt a,(0)y=f(x), xel,
unde ag,ay,...,a,, f suntfunctii continue pe intervalul / c R si aqg(x) #0, Vxe I .

Ecuatia diferentiala omogena asociata ecuatiei (1) este:

ao(x)y(n) +a1(x)y(n_1) +..+a,(x)y=0, xel, (2)

Definitia 1.3.1. Spunem ca o functie ¢:/ — R este de clasa 7 (P) pe intervalul I,

dacd ¢ admite derivate pana la ordinul p inclusiv si acestea sunt continue pe /.
Vom folosi notatia @e 7P )(I ). De exemplu, @€ S%)(O)(I ), dacd ¢ este continua pe
Qe 2%7(1)(1 ) daca existd @' si este continud pe / etc.

Este evident ca # (P )(I ) este un subspatiu vectorial al spatiului vectorial al functiilor

reale definite pe /, pe care il vom nota F(/,R).

Definitia 1.3.2. Se numeste solutie a ecuatiei diferentiale (1) orice functie

Qe %’(")(1 ) care verificd ecuatia, adica:

ag()9" + a1 ()" N 4.+ @, (09 @, ()= f(x), xel.

. d
Daca notam cu D operatorul de derivare (D:E)’ cu D? pe N operatorul de

derivare de ordinul p,

DP=DoDo...oD=—r-
- dx?
p ori
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cu DY operatorul identitate (DO((p) =0, Voe %”(n)(l )) sicu

n
LD)= Y ap(x)D* = ay(x)D" + a;(x)D" ' +...+ a,_ (x)D + a,(x)D°, xel,
k=0

atunci ecuatiile (1) si (2) se scriu pe scurt astfel:
L(D)y)= f(x), xel, (1)
respectiv

L(D)(»)=0, xel. 2°)

Propozitia 1.3.1. Multimea S a solutiilor ecuatiei omogene (2) este un subspatiu vecto-

rial al spatiului de functii F(I,R).

Demonstratie. Vom arataca Vy,ze S si VA,ue R, rezultd ca Ay+uze S.

Pentru inceput reamintim ca operatorul de derivare D este liniar, adica are proprietatea:
D(hy+uz) =AD()+uD(2), Vy,ze # (1), VAueR.

Intr-adevar,

d
DOy +uz) =——(hy+Hz) = (hy +2)" = Ay '+ iz’ =

N dy dz _

= xaﬂﬂla =AD(y)+uD(z) .
Observam ca operatorul de derivare de ordinul p este, de asemenea, liniar. Intr-adevir,

de exemplu:
D*(hx +p1y) = (D o D)YAx +my) = D[ D(x +py)| = D (AD(x) +pD(y)] =
= AD[D(x)]+uD[D(y)] = AD*(x) +uD*(y) etc.
In sfarsit, observam ca operatorul L(D) este liniar,
n n

LDy +2) = 3 (D" (hy 1) = 32 () (A1) +1D" (@) =

= %kZ ar()D*(y)+ ukZ ay(x)D" (2) = AL(D)() + UL(D)(2)
=0 =0

Daci y,ze S, atunci L(D)(y)=0 si L(D)(z)=0. In continuare, avem:
L(D)(Ay +z) = AL(D)(») + UL(D)(2) =0, VA,ueR,
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deci Ay+uze S. =

In spatii de functii existdi un aparat specific pentru studiul liniar dependentei

(independentei). Acest aparat se bazeaza pe notiunea de wronskian.

Definitia 1.3.3. Fie f, f5,..., f,, : I = R, n functii de clasa %)(”_1) pe intervalul /. Se

numeste wronskian al acestor functii, urmatoarea functie:
(O S
W =W [ fiss )0 =| Do Tl
A )

Propozitia 1.3.2. Fie f;e %"'(”_1)(1), i=1,n. Dacd 15 [ Sunt liniar dependente pe

L atunci W fi,..., [,](x)=0,Vxe I .

Demonstratie. Prin ipoteza existd n numere Ay, A,,...,A,,, nu toate nule, astfel incat

MAG) +..+A,[,,(x)=0, Vxel. (3)
Derivand succesiv relatia (3) de (n—1) ori obtinem:
klfl'(x) + ...+ knf,?(x) =0
A fi () + .+ A fix) =0 @)

MA@ + o+ M) = 0, Vxel
Am obtinut astfel sistemul (4), care este un sistem (algebric) liniar $i omogen in
necunoscutele Ag,...,A, . Deoarece sistemul admite solutie nebanala, rezultd ca determinantul

coeficientilor este 0. Asadar avem:

A e £
wey=| N S o yrer m

£y L D

Propozitia 1.3.3. Fie g, fi,..., f,€ #"(I). Daca

() WS [,](x)#0, Vxel;
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(ii)) W{g, flser fn](x)=0, Vxel,

atunci g este o combinatie liniara de fi,..., f,,, deci exista Cy,...,C, € R, astfel incat

gx)=Cfix)+..+C, [, (x), Vxe I .

Demonstratie. Prezentam demonstratia in cazul particular » =2 . Prin ipoteza, avem:

g A® LHE
g fi(x) fH)|=0, Vxel. (5)
g'W S [

Cum coloanele 2 si 3 ale acestui determinant sunt liniar independente (deoarece, prin
ipoteza, W f, f>](x)#0,Vxe I), rezultd ca prima coloand este o combinatie liniard de

acestea. Asadar, Vxe [, existd A;(x), Ar(x)€ R, astfel incat

209 = M)A+ Ay () ()
() =M@ A® + M@ () (6)
g"() = M@) A () + (1) (x)

Tinand seama ca fj, f>,g€ # (1) sica Wi, />2]1#0 pe [ din (6) deducem ca A si
A sunt functii derivabile pe /.
Derivand prima relatie din (6) obtinem:
£'(0 =M@ + 1200 /00 +M @) /() +A () /2()
Pe de alta parte, tinand seama de a doua relatie din (6), deducem:
M)A +Ao f2(x) =0. (7

In mod analog, derivand a doua relatie din (6) si tinAnd seama de a treia relatie,

deducem:
M) /1) + A2 f2(x)=0. (8)
Am obtinut un sistem liniar si omogen de doud ecuatii (ecuatiile (7) si (8)) in
necunoscutele 7»'1(x) si Klz(x). Cum, prin ipoteza, determinantul coeficientilor

A1) fr(x)

o fw) =Ll
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este nenul, rezultd cd sistemul admite numai solutia banald. Asadar, ki(x) =0, Klz(x) =0,
Vxe I, de unde rezultd ca Ay(x)=Cj, Ay(x)=C,,Vxe I. Conform primei relatii din (6)
avem:

g0 =AM +Crfr(x), Vxel.m

Teorema 1.3.1. (Liouville) Fie yj,v,....,v,€ S n solutii particulare ale ecuatiei

omogene (2), fie xy€ I fixat si fie W[x]=W[yy,..., ¥, ](x). Atunci

T a(t)
20 %0 at

W(x) =W (xple

Demonstratie. Prezentdm demonstratia in cazul particular n=2. Fie y,, y, doud

solutii particulare ale ecuatiel omogene ay(x)y "+ aj(x)y'+ay(x)y =0. Atunci avem:

™ @) .
;== = > i=L2, xel. 9
Vi == 0 a0 Y )
Pe de altd parte, derivand wronskianul W (x) = 12 , obtinem:
)2
AW _y vl v vl
dx |y yo| 1 ¥l I o»

Tindnd seama de (9) si de proprietatile determinantilor, rezulta:

N Y2
x a0 N a N 2 2=, ; ) ag(x) |y »
sau
dw _ a(x)
p W(x). (10)

Se verifica imediat, prin derivare, ca ecuatia diferentiala (10) admite solutia

p a](t) dt

Wy=ce 00

unde C este o constanta oarecare. In particular, pentru x = Xq, rezultd ca C =W(xy), deci
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a0 dr
e =mige 9"

Definitia 1.3.4. Se numeste sistem fundamental de solutii pentru ecuatia omogena (2),

orice set de n solutii particulare yj,...,y,, € S, cu proprietatea ca existd xye /, astfel incat

W[yl""’ yn](xO) #0.

Corolarul 1.3.1. Daca yy,...,y,€ S este un sistem fundamental de solutii, atunci
Vis--» ¥y Sunt liniar independente pe I.
Demonstratie. Fie xpe I, astfel incdt W(xy)# 0. Din Teorema Liouville rezultd ca

W(x)#0, Vxe I, iar din Propozitia 1.3.2, rezulta ca yy,...,y,, sunt liniar independente pe /.

Teorema 1.3.2. Orice sistem fundamental de solutii din S este o baza in spatiul

vectorial S.

Demonstratie. Fie yi,...,y, € S un sistem fundamental de solutii. Conform Corolarului
1.3.1, sunt liniar independente. Rdmane sad aratam ca yj,...,», este un sistem de generatori

pentru S. Deoarece yy,...,y,, sunt solutii pentru (2), rezulta:

ag)¥"” + @@V ot a0 + a0y = 0

........................................................................... (11)
ap(yy” + @@y et a @y + @)y, = 0
Fie ye § oarecare. Atunci y verifica ecuatia (2), deci
ao(x)y(”) + al(x)y(”_l) +..t+a,_1(x)y'+ta,(x)y=0. (12)

Am obtinut un sistem liniar si omogen de (n+1) ecuatii (ecuatiile (11) si (12)), in
necunoscutele ay(x),...,a,(x). Cum sistemul admite solutie nebanala (ay(x)#0, Vxel),

rezultd ca determinantul coeficientilor este 0. Asadar, avem:
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FRSETE

n n—

n’oon VN =0, Vxel. (13)
B o B M

Egalitatea (13) este echivalenta cu W[y, y,...,»,](x)=0, Vxe I.Pe de alta parte, din
Propozitia 1.3.2, rezultd ca W[y,...,»,](x)#0, Vxel. Constatdim ca sunt indeplinite
conditiile Propozitiei 1.3.3, deci exista C,...,C, € R, astfel incat y=Cyy +...+C,y, . Mai

mult, rezultd dimp S=n.m

Observatia 1.3.1. Din Teorema 1.3.2, rezultd cd dacd y,...,», este un sistem
fundamental de solutii pentru ecuatia omogena (2), atunci orice alta solutie a ecuatiei (2) este
de forma

y=Cy+Cy,+..+Cy,, (14)
unde C;,i= 1,_n sunt constante arbitrare.

Formula (14) reprezintd solutia generala a ecuatiei (2). Asadar, pentru a gasi solutia
generald a ecuatiei omogene (2) este suficient sa gasim un sistem fundamental de solutii
particulare ale acesteia. In general, determinarea unui sistem fundamental de solutii pentru
ecuatia omogena este dificila pentru ecuatii cu coeficienti variabili. Acest lucru este posibil

insd in cazul ecuatiilor cu coeficienti constanti, de care ne vom ocupa In continuare.

Fie ecuatia
aoy(”)+a1y(n_1)+...+an_1y'+any=0, (15)
unde a;,i= I,_n sunt constante reale, ap # 0.
Cautam solutii ale ecuatiei (15) de forma
y=e", (16)

unde r este o constanta reald ce urmeaza sa fie determinata.

Punand conditia ca functia datd de (16) sa verifice ecuatia (15), rezulta:
e (aorn +ap" o, g+ an) =0.

Se obtine astfel ecuatia algebrica (17), care se numeste ecuatia caracteristica atasata

ecuatiei diferentiale (2),
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agr" +ap" + ..+ a, r+a,=0. (17)
Asadar, am redus problema rezolvdrii ecuatiei diferentiale (15) la problema rezolvarii

ecuatiei algebrice (17). Distingem urmatoarele cazuri:

Cazul 1. Ecuatia caracteristicd (17) are radacini reale si distincte. Fie n,n,...,1, € R,

X X
yees

radicinile ecuatiei (17), r#r;, dacd i# j. Atunci y; =€, y, =e ,yp=e" vor fi

solutii particulare ale ecuatiei omogene (15). Calculand wronskianul lor, obtinem:

VX
et .oen 1 w1
1 TnX n+n+.+r,)x |1 h
W (x) =|1e 1€ _ lrtnttn)x|l no|=
e LT P R
’,.1 7 e n 1 ces n

= olli+T)x II & —r;)#0.

1<j<i<n
Rezulta cd aceste solutii formeazd un sistem fundamental de solutii, deci solutia

generala a ecuatiei diferentiale (2) este

y=Cie"" +Cre?* +..+C e .

Exemplul 1.3.1. Sa se afle solutia generala a ecuatiei diferentiale
y"=2y"-5y'+6y=0.

Ecuatia caracteristicd este =22 —5r+6=0 st are radacinile H =-2, n =1, B=3.

Solutia generald a ecuatiei diferentiale este

y= Cle_2x + Czex + C3€3x .

Cazul 2. Ecuatia caracteristicd admite o raddcind multipla de ordin m <n . Fie, de
exemplu 7, aceastd radacind. Vom arata ca In acest caz ecuatia diferentiala (15) va admite

urmatoarele solutii particulare:

X 19X m—1_ryx
y=e%, yr=xe, . y,=x" €.

Pentru inceput, demonstram urmatoarea lema:
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] k
Lema 1.3.1. Pentru orice ge %:(k)(]) avem (D—rDO) (erxg(x))zerxg(k)(x), unde

D= o este operatorul de derivare si DPeste operatorul identitate.

Demonstratie. Demonstratia se face prin inductie matematica. Pentru k£ =1 avem:
(D —rD° ) (erx g(x)) =re g(x)+e g'(x)—re g(x) =" g'(x).

Presupunem afirmatia adevarata pentru orice p <k si o demonstram pentru p +1.
+1
(D- rDO)p (e™g(0)=(D- rDO)[(D - rDO)p} (€™ g(x)=
= (D —rD° ) (erxg(p)(x)) =re™ gD (x)+ g PV (x) = e (P (x) =

_ erxg(p+l)(x)‘

Cu aceasta lema este demonstrati. m

Fie acum 7, o radacind multipla de ordinul m pentru ecuatia caracteristica (17) si fie
F(r)=ay" +...+a,_jr+a,, membrul sting al ecuatiei (17). Atunci F(r) = F(r)-(r—ry)",

unde F| este o functie polinomiala de gradul n—m. Acestei descompuneri a polinomului

caracteristic F'(r) ii corespunde urmatoarea descompunere a operatorului diferential L(D):
0 m
L(D)=L(D)o (D —nD ) :
Din Lema 1.3.1., pentru k£ <m avem:
L(D) (") = 1y(D) [(D - rODO)m (x"e’ox)} = L,(D) [e”ox : (xk)(’”)] ~0.

k

Rezulti ci y=x"e'*" este solutie pentru ecuatia diferentiala (15), Vk <m .

rx rx

Observatia 1.3.2. Orice set de functii de forma €', xe'*,...,x e’ este liniar indepen-

dent pe R. Intr-adevar, orice combinatie liniara nuld a acestor functii nu este posibila decat

daca toti coeficientii combinatiei sunt nuli.

Exemplul 1.3.2. Sa se afle solutia generald a ecuatiei diferentiale y"™+4y'+4y=0.
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Ecuatia caracteristica este P Hdr+4=0 si are raddcina dubla 7 =r =-2. Ecuatia

admite solutiile particulare: y; = e ¥ sl Yy = xe_zx, care sunt liniar independente, deci for-

meaza o baza. Solutia generala este:

y=Cle > +Cyxe ¥,

Cazul 3. Ecuatia caracteristica admite radacina complexa r =o+if3, B#0.

In acest caz, vom arita ci ecuatia diferentiali admite solutiile particulare
y1=e* cosPx si y, =e™ sinPx . Verificim afirmatia in cazul particular 7= 2. Presupunem
cd ecuatia aor2 +ar+a, =0 admite radacina =0+iB,f#0. Atunci avem
ag(o+ iB)2 +ay(o.+iB)+a, =0, de unde deducem ca:

ao(oc2 —Bz) +aj0+a, =0

(13)
2a00c[3 + a1[3 =0

Fie y; =™ cosPx. Atunci
yi =e™(oLcosPx—PsinPx) si yi' = eooc(oc2 cosBx — 20 sin Px — B2 cosfx).
In continuare, avem:
aoyf +a1yi +ayy; =e™* [ao (a2 cosPx—20Psin Bx—B2 cos Bx) +
+ay (o.cos Bx —PBsin Px) +a, cos Px] =
= ew‘[(ao (OL2 —BZ)+a10L+a2)cos Bx —(2apoP + ) sinPx] =0,
in virtutea relatiilor (18).

Asadar, dacd o.+iB este ridicind pentru ecuatia caracteristicd, atunci y; = e™* cospx
este solutie pentru ecuatia diferentiald (15). Analog se arati cd y, =e* sinPx este solutie
pentru ecuatia diferentiali (15). Pe de alti parte, este evident ci aceste solutii y; =™ cosPx,
yy =e®sinBx sunt liniar independente. Asadar, in cazul particular n=2, solutia generala

este: y=Cie™ cosPx+Cre™ sinPx .
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In cazul cand o +if este radacina dubla pentru ecuatia caracteristica, ecuatia diferen-

tiald admite solutiile particulare €™ cosBx, xe™ cosPx, e™ sinPx, xe™ sinPx etc.

Exemplul 1.3.3. Sa se afle solutia generala a ecuatiei diferentiale y"™+2y'+5=0.
Ecuatia caracteristica este r242r+5=0 si are radacinile 7, =—1+2i. Avem a=-1,
=2 . Ecuatia diferentiald admite solutiile particulare y; =e *cos2x si y, =e "~ sin2x.
! ! tule p N Y2
Solutia generala este:

y=Ce ¥ cos2x+Cyre ¥ sin2x.
Se poate intdmpla ca la o ecuatie sa intalnim toate cele trei cazuri studiate anterior.

Exemplul 1.3.4. Sa se afle solutia generald a ecuatiei diferentiale
yV|| _yV_zylV_5y||| _4y|| _3y| _Zy:().
Ecuatia caracteristica este: P o — ot o5 4?3220 si are radacinile

n=nrn=-1; n=2; y=r=1; ry=r; =—i. Ecuatia diferentiald admite urmatoarele solutii

particulare: y;=¢™; y, =xe™; y; = >

; ¥4 =COSX; Y5 =XCOSX; Yg=SInXx; y7=xsinx.
Aceste solutii sunt liniar independente si solutia generala este:

y=Cie ™" +Coxe ™ + C3e>* + Cy cos x+ Csx cos x + Cg sin x + Cxsin x.
In continuare ne ocupam de ecuatia neomogena (1).

Propozitia 1.3.4. Fie y, o solufie particulard a ecuatiei neomogene (1). Atunci,
orice solufie a ecuafiei neomogene (1) este de forma y =y, +y,, unde y, este o solufie a

ecuatiei omogene (2).

Demonstratie. Fie S spatiul vectorial al solutiilor ecuatiei omogene (2) si fie &

multimea solutiilor ecuatiei neomogene (1). Atragem atentia cd </ nu este un spatiu
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vectorial, pentru cd nu este inchis la sumd. (y,y,€ & % y+y,€ ). Dacd y,e/ si

y € S, atunci
LD)(yo +yp) = LID)yo)+ L(D)yp) =0+ f(x) = f(x),

deci y=y0+ype@§”.Pe de alta parte, fie ye S si z=y—y,. Atunci

L(D)(z) = L(D)(y)~ L(D)yp) = f(x) = f(x) =0,

deci ze §. Prinurmare y=z+y,,unde ze S. m

Corolarul 1.3.2. Solutia generala a ecuatiei neomogene (1) este de forma
y=yoty P>
unde Yy este solufia generald a ecuatiei diferentiale omogene (2) si y, este o solufie

particulara a ecuatiei diferentiale neomogene (1).

Afirmatia rezultd din Propozitia 1.3.4 si din observatia cd, dacd )| este solutia generala
a ecuatiei (2), atunci )y, depinde de n constante arbitrare, deci si y va avea aceasta proprietate.

Din Corolarul 1.3.2, rezultd ca este suficient sd cunoastem o solutie particulard a

ecuatiei neomogene pentru a afla solutia generala a sa.

In cele ce urmeaza, vom arita ci, daca se cunoaste solutia generald a ecuatiei omogene
(2), atunci, folosind metoda variatiei constantelor a lui Lagrange, se poate afla solutia
generald a ecuatiei neomogene (1). Pentru simplificarea scrierii, sa presupunem ca n = 2.
Fie y,y, un sistem fundamental de solutii ale ecuatiei omogene (2). Atunci, solutia
generald a ecuatiei omogene este
Yo=Ciy+Cayy. (19)
Cautam solutia generala a ecuatiei neomogene (1) de forma
Y=o () 1+ @x(x)y; . (20)
Derivand, obtinem

V' =@ (X)y1+@2(X)ys + @l (xX) vy + P5(x) s .



1. Ecuatii diferentiale 47

Impunem conditia
PIx) 1 +@5(x)y2 =0. (21)
Tindnd seama de (21), rezulta ca
V' =@y +pa(x)y) (22)
si mai departe ca
V"= @O+ @2(0)3 + @IV + 93(x6))5 - (23)
In sfarsit, punand conditia ca functia definita in (20) sa verifice ecuatia
ap(x)y"+a)(x)y"+ax(x)y = f(x)
si tinand seama de (22) si (23), rezulta:
ao() [V + @2 (¥ + A + @5 () ¥a [+ @[ @ ()1 + @a(x)ya |+
+ay () [ @)1 + @2 (X)y2 ] = £ (x)
In continuare, avem:
@) [a0(0))] + a1 ()] + az ()0 ]+ Pa () [ao(x)y5 + ar(x)y3 + ax (x)y2 ]+
+ao () [ {1 + h(x)y5] = £ ().
Tinind seama ca y; si y, sunt solutii pentru ecuatia omogena, rezulta ca
ay() [Pl ()1 +@h(x)2]= f (),
deci ca

P+ P =%. (24)

Prin urmare, cautand solutia generala a ecuatiei neomogene (1) de forma (20), rezulta ca
functiile ¢, si ¢, satisfac conditiile (21) si (24), anume:
POV +@5(x)y2 =0
f(x) - (25)

ap(x)

PV +Ph(x)ys =

Cum determinantul coeficientilor sistemului liniar (25) este chiar wronskianul functiilor
yi, y» §1 este diferit de zero prin ipoteza, rezultd cd sistemul (25) are solutie unica. Fie
Pl(x)=gi(x) s1 ¢5(x)=g,(x) solutia unica a sistemului (25). Mai departe avem:

P(0) = [@1(¥)dx+Cp 51 Pa(x) = [ ga(x)dx+Cs. (26)

Inlocuind (26) in (20), obtinem solutia generald a ecuatiei neomogene:

y=Cin+Coyy + 31| @) dx+ 2 [ g2(x)dx = yo + 3, 27)
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unde y,=Cy;+C,y, este solutia generald a ecuatiei omogene, iar
p =] gi(x)dx+ o ga(x)dx

este o solutie particulard a ecuatiei neomogene.

Observatia 1.3.3. In cazul general, metoda variatiei constantelor constd in urmatoarele:

fie y,,»,,...,y, un sistem fundamental de solutii ale ecuatiei omogene (2). Atunci, solutia
generald a ecuatiei (2) este y=Cyy+...+C,y,, -
Cautam solutia generala a ecuatiei neomogene (1) de forma

Y=o 1+ + @, (), (28)

unde ¢),¢5,...,¢, verifica sistemul

P+t @i(x)y, =0
?f(x)yi +...+ (p;,(x)y; =0 . (29)

, n— , n— X
AV 4 g )y = L)

Rezolvand sistemul (29) (care are solutie unicd) si integrand, obtinem functiile ¢,...,9,

si deci solutia generald a ecuatiei neomogene (1).

In concluzie, daci cunoastem un sistem fundamental de solutii pentru ecuatia omogena,
atunci folosind metoda variatiei constantelor a lui Lagrange putem sd aflam solutia generald a
ecuatiei neomogene.

In cele ce urmeazi, vom arita cum se poate afla o astfel de solutie particulard in cazul

cand membrul drept este de forma

f(x) = ™ (A(x)cospx+ Py(x)sin ),

unde A si P sunt functii polinomiale. Se disting doua cazuri:

Cazul 1. (fara rezonantd) Daca A+iu nu este radacind pentru ecuatia caracteristica
(17), se cauta o solutie particulara a ecuatiei neomogene de forma
Ax .
¥ =€ (O1(x) cos pr + 0y (x)sin ), (30)
unde Q; si O, sunt functii polinomiale de acelasi grad,

grad Qy = grad O, = max(grad B, grad P,) .
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Determinarea polinoamelor O si O, se face punand conditia ca functia y,,, datd de

(30), sa verifice ecuatia neomogena.

Cazul 2. (cu rezonanta) Daca A+iu este solutie pentru ecuatia caracteristica (17) si
are ordinul de multiplicitate m, atunci se cautd y,, de forma

KM [

Vp= Oy(x) cos px + O (x) sin x|

si se procedeaza in continuare ca in cazul 1.
Exemplul 1.3.5. Si se afle solutia generali a ecuatiei diferentiale y"—5y'+6y=2¢ *.

Ecuatia diferentiald omogena asociata ecuatiei date este y"-5y'+6y =0 si are ecuatia
caracteristica % —5r+6=0. Radacinile ecuatiei caracteristice sunt 1 =2, =3, deci solutia

generald a ecuatiei omogene este yg = Cje> + Cpe™™ .

Membrul drept este de forma (19), cu A=-1Lu=0, B(x)=2, B(x)=0. Observam ca
A+iu=—1 nu este radacind a ecuatiei caracteristice, deci suntem in cazul 1 (fara rezonanta).

—X

Alegem y,=ae ™ si punem conditia s verifice ecuatia neomogena data. Avem

' n

yp=—ae ", y,=ae" simaideparte

)4

X

2¢ ¥ =y —Sy'p +6y, =e¢ “(a+5a+6a)=12ae".

1 : 1 _ : g g :
Rezultd a =5 deci y, =¢¢ *. Solutia generald a ecuatiei diferentiale neomogene
date este
1 _
y= C1€2x +C2€3x ——e .

6

Exemplul 1.3.6. Sa se afle solutia generald a ecuatiei diferentiale y"-5y'+6y = 5¢3%

In acest caz, A=3, u=0, P =5, P=0. Cum A+iu=3 este solutic a ecuatiei
caracteristice, suntem in cazul 2, cu rezonanta. Cautam y, de forma y, = axe>* . Mai

departe, avem:
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y'p =a(l+ 3x)e3x, y;, =a(6+ 9x)e3x,
563 = y"—SyLU +6y, = ae3x(6+9x—5—15x+6x) = ae>* .

Rezultd cd a=5, y,= 5xe>*, deci y=Cpe?* +Cre™™ +5xe>" este solutia generald a

ecuatiei diferentiale neomogene data.

Exemplul 1.3.7. Sa se afle solutia generala a ecuatiei diferentiale
y"-5y+6y=4cos2x.

Avem A=0,u=2, A =4, , =0, A+iu=2i nu este solutie pentru ecuatia caracteristica.

Cautam y,, de forma y, =acos2x+bsin2x . Derivand obtinem:

1

Yp=-—2asin2x+2bcos2x, y,=-4acos2x—4bsin2x.
Punand conditia ca y,, sa verifice ecuatia neomogena, obtinem:

4cos2x =(—4acos2x —4bsin 2x) —5(—2asin 2x + 2b cos 2x) + 6(a cos 2x + b sin 2x) .

In continuare, avem:

(2a—10b)cos2x+ (10a +2b)sin 2x =4 cos2x .

N - 1
%ga:gz;g, care are solutia a =—,b = 5

Se obtine sistemul { 3 e

Solutia generala a ecuatiei diferentiale date este:

_ 2 3x i _i-
y=Ce"" +Cye +13cos2x 13sm3x.

Exemplul 1.3.8. Sa se afle solutia generala a ecuatiei diferentiale y"™+ y =3sinx.

Ecuatia diferentiald omogend asociatd ecuatiei diferentiale date este y"+y =0 si are
ecuatia caracteristicd »*+1=0, care are radacinile complexe h,=%i. Avem a=0, f=1,
de unde rezultd ca solutia generald a ecuatiei omogene este y, = C, cosx +C, sinx . Deoarece
A=0, u=1 si A+iu=i este radacina pentru ecuatia caracteristica, suntem in cazul 2, cu

rezonantd. Alegem y =x(acosx+bsinx). Punand conditia ca y, sa verifice ecuatia

U 3 . 3 . . 5 ..
neomogend obtinem a = —5 S b=0. Asadar, y, = —Excosx si solutia generald a ecuatiei

neomogene este
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. 3
y:Clcosx+C2s1nx—§xcosx.

1.4. Ecuatii diferentiale de tip Euler

Prezentam acum ecuatiile diferentiale de tip Euler, care sunt ecuatii cu coeficienti

variabili. Vom arata ca dacd facem schimbarea de variabila x =e’, aceste ecuatii devin ecuatii
diferentiale liniare cu coeficienti constanti.

O ecuatie diferentiala de tip Euler este de forma:
apx"y " +ax™ V4 va 0 +a,y = f(x), (1)
unde ¢;e R, i= (),_n , sunt constante.
Daca facem schimbarea de variabila
x=ée’ 2)

si notam cu z(t) = y(e’ ) , atunci avem:
Z(t)= y'(e’)~ et deci y’(e’) =e7z(t).
Derivand, in continuare, obtinem:
Z(f) = y”(ef)~ezt+y'(e’)- el = y”(ef)~ezt+z'(t) ,
deci
y"( el ) = (Z’)-Z@)),
20 =)"(et) ¥+ y”(et) 267 +2(0)=)"(e!)- € +2(Z(0) -2 () +2(0)
Asadar, avem
y”(et) = () =320 +22(0)) ete.
In general
y® (et) =¥ (z(k)(t)+blz(k_l)(t)+. ..+bkz'(t)) . 3)

Inlocuind (3) in (1), obtinem o ecuatie cu coeficienti constanti in necunoscuta z = z(¢).

Exemplul 1.4.1. Sa se afle solutia generala a ecuatiei diferentiale

Xy —x-y+y=Inx, x>0. 4)



52 ECUATI DIFERENTIALE SI ECUATI CU DERIVATE PARTIALE CU APLICATII

In urma schimbirii de variabild x =e’, ecuatia devine
e 6_2’(2”—2')— et-e” F+z=t
sau
=27 +z=t. (5)
Ecuatia omogend z”—2z'+z=0 are ecuatia caracteristici r>—2r+1=0, care admite
radicina dubld r,=r,=1. In consecinti, solutia generald a ecuatiei omogene este:
zo=Cj e'+C; te'. (0)
Deoarece nu avem rezonanta, cautam o solutie particulard a membrului drept de forma:
yp=at+ b. (7)
Punénd conditia ca y, sa verifice ecuatia neomogena (5), rezultd a = 1, b = 2, deci

Yp=t+2.

Solutia generali a ecuatiei neomogene (5) este z=Cje’+C, te'+¢+2 . Inlocuind ¢ = In x,
obtinem solutia generala a ecuatiei (8):

y=Cx+CyxInx+Inx+2.

1.5. Studiul vibratiilor unui sistem oscilant cu un singur grad de libertate

Consideram un sistem oscilant cu un singur grad de libertate format dintr-o masa m si

un element elastic (un arc) ca in figura 1.

k mox) A1)
VA VAV VA —> >

010

Fig. 1

Presupunem ca asupra masei m, redusa la un punct material, actioneazd o fortd per-
turbatoare F(¢), care determind o deplasare pe orizontald notati cu x(¢). In orice moment ¢ al
migcdrii, punctul material se afla in echilibru sub actiunea urmatoarelor forte: forta elastica
F, forta de inertie F, =m-X(¢) si forta perturbatoare F(¢) (fig. 2).

Asadar, avem:



1. Ecuatii diferentiale 53

F+F =F(1).

<«—o
F.

1

A

Fig. 2
Pentru deplasari mici, forta elastica este proportionala cu deplasarea (legea lui Hooke).
Deci

F =k-x(t),

unde k este coeficientul de rigiditate si se defineste ca fiind forta necesara pentru a produce o

o N . . . C 1
deplasare unitara pe directia acestei forte. Inversul coeficientului de rigiditate o :E se

numeste flexibilitatea elementului elastic.
Se obtine astfel urmatoarea ecuatie diferentiala:
m-X(t)+k-x(t)=F(t).
Dacé presupunem, in plus, ca existd si o forta de frecare F,, proportionala cu viteza
de deplasare, F, =c-x(t), atunci ecuatia devine
m-X(t)+c-x(t)+k-x(t)=F(t). (1)

Constanta ¢ se numeste coeficientul de amortizare vdscoasa.

2 : < . . O . [k
In continuare, notam cu @ pulsatia proprie a vibratiei, care se defineste prin w=,|—
m

. . . e e s ¢
sl cu V fractiunea de amortizare critica, definita prin v = Py
ma

Cu aceste notatii ecuatia (1) devine

¥()+2v wx(H)+ @' x(t) =

e, @
m

Ecuatia (2) este o ecuatie diferentiald liniard de ordinul doi, cu coeficienti constanti,
neomogend. Ecuatia omogena asociatd este
¥(t)+2ve x(t)+ @’ x(t) = 0 (3)
si modeleaza cazul vibratiilor libere cu amortizare vascoasa.
Ecuatia caracteristica este

4+ 2vor+ @' =0
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si admite solutiile

h, =—VotioN1-v?.

o o * 2 . . o ..
Daca notam cu @ =wv1-v~ , atunci solutia generald a ecuatiei omogene (3), care

corespunde vibratiilor libere, se noteaza cu x, (t) si este
x, ()=e""" (C1 sinw't+ C, cos a)*t) .

Ecuatia neomogena (2) modeleaza cazul vibratiilor fortate cu amortizare vdscoasa.

In continuare, vom presupune ci forta perturbatoare F(¢) este de forma
F, .
F(t)=-"sin 6,
m

unde £ este o constanta.

Ecuatia neomogena devine
F, .
() +2ve x(t) + &’ x(t) =2 -sin ¢ . (4)
m

Cautam solutia particulard a ecuatiel neomogene, x,.(f) (corespunzatoare vibratiilor

fortate), de forma

X, (t)= Asin 6t + Bcos 6t . (5)
Punénd conditia ca solutia (5) sa verifice ecuatia diferentiala (4), obtinem

— A6’ sin Ot — BO” cos 61 + 2ve( AG cos 6 — BOsin 6 +
o F
+@’ (Asin 0t + BcosOr) =—"sin ¢ .
m

Identificand coeficientii lui sin@f si cosé¢ din cei doi membri, obtinem sistemul

(0’ —6?2)A—2vao6?B:5

m
vl A+ (0’ —6°) B=0
care admite solutia

@ —6* F, . vl F
S @ty P e (6)

(@ -0V + 40 m
Solutia generald a ecuatiei neomogene (4) este
x(t)=x,()+x, () =" ' (C sinw't+C,cos@'t)+ Asin 6t + Bcos Ot . (7)

Derivand (7), rezulta
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i(t)=—vwe” ' (Csin't+C,cosw't)+e” ' (0'C cos 't — ' C,sinw't) +
+A46cos 6t — BOsin 6t .

Vom determina solutiile vibratiilor stabilizate (stationare), care corespund conditiilor

initiale
x(0)=0
SO (8)
x(0)=0
Din conditiile (8), deducem
C,=-Bsi ==Y 41 9)
@ @

Tinand seama de (6) si (9), obtinem

x(1) = fy 5 {evw[ 0* (21/2 +(£j —l]sin a)*t+2vgcosa)*t}+
[ A% 0\ 10} 10 w
ma* 1—[ j ) +4v2( )
+[[1—(gj jsinﬁt—ZV%cos@t}. (10)

o= 9* {w%(ﬁj —1} si ,B:zvﬁ. (11)
w w w

Observim ci expresia asinw't+ fcosw't se poate prelucra astfel:

s

asinw't+ fcoswt=oa(sinwt+=coswt).
o

Fie

s s
.

Fie ¢ =arctg—, deci tgp =—. Atunci avem:

asinw't+ fcosw't=a(sinw't+tgpcoswt) =

o . * . *
= (sinwtcos@+sinpcoswt) =

sin(w't + @) .
cos @

Pe de alta parte

2 0{2"‘,82

=1+1g°@p= PR

cos’ @

de unde deducem ca



56 ECUATI DIFERENTIALE SI ECUATI CU DERIVATE PARTIALE CU APLICATII

asinw't+ fcosw't =+’ + B sin(w't+ ). (12)
Tinand seama de (11), rezulta
5 2)\? 2
a2+ﬂ2:% 1—(2) +4v2(£) : (13)
o (1-v7) w w
oY 6
Daca notam cu y = 1—(—} sicu 0 =—2v —, atunci
w w

Y +6° = {1—(%}2}2 +4v° (gjz (14)

si asa cum am aratat mai sus, avem

ysin @t +0cosOt =y’ +0° sin(6t +y), (15)
unde
o
Y =arctg—.
4
Tinand seama de (12), (13), (14), (15) in expresia solutiei generale (10), rezulta
Vot 3 2
x(t) = e (gj 1 sin(@'t + @) + F02 (gj L sin(6t+y), (16)
me*\1-v? \@ mo~ \ @
unde

" 1

R EIEe

reprezintd coeficientul dinamic sau factorul de amplificare.

(17)

Ly
2 2
m

In sfarsit, daca notam cu A = atunci solutia cautata este

x() = x, () +x:(1),

unde

9)3
xL(t):\/l/1 (a) e sin(an1-v? t+ ),
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12
@ =arctg ! Vz ,
2% + ] -1
w
iar
(&)
X ()= @ Sin(6t + ),
oY) A%
]
0] @
21/g
Y =arctg @

— .
o
— 1 -1
w

Analizand solutia obtinutd, constatim ca primul termen, x, (¢), care modeleaza vibra-

tiile libere, este de forma

x,(t)=Ae™ °'sin(@'t + ),

Grafic xo(f)

Fig. 3
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wt

solutie care exprimd o miscare armonicd cu pulsatia @ si amplitudinea Ae™ ' si care
descreste exponential in timp. O asemenea miscare se mai numeste $i cvasiarmonicad $i este

reprezentata grafic in figura 3.

Solutia ecuatiei neomogene, care corespunde vibratiilor fortate,
X.(t)=Bsin(6t+vy),

exprima o miscare armonica (sinusoidala) de pulsatie @ si amplitudine B (figura 4).

Grafic xp(t)

xp(t)

Fig. 4
Cand actiunea fortei perturbatoare este de lungd durata, vibratia totald,

x(t)=x,(t)+x,(¢), se reduce la vibratia fortatd x,.(¢), deoarece x,(¢) tinde la 0, datorita

factorului e “’. In aceastd situatie, care intereseaza din punct de vedere practic, miscarea

capata un caracter stationar.

Graficul solutiei x(¢), care se obtine prin insumarea graficelor din figurile 3 si 4, arata

ca in figura 5.
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Grafic x(f)=xo(t) +xp(t)
0 T . , T !

o i i i i i i i i i
0

0.1 02 03 0.4 0.5 06 07 0.8 08 1
t
Fig. 5
In cazul lipsei fortei de amortizare vascoasi (v =0), avem
F, .
x. (1) = = -sin(fr +y) .
maw' | 1—| —

10

Observam ca dacd 6 = @, situatie care corespunde cazului de rezonanta, x,(¢) devine

infinit. Aceastd situatie este ipotetica, deoarece, in realitate, sistemul are intotdeauna o
amortizare interna, care limiteazd marimea deplasarilor.

Sa revenim la cazul general cind v # 0. Analizdnd amplitudinea solutiei in acest caz,
observam ca in zona rezonantei (6= ®), deplasdrile nu mai devin infinite, dar, in aceastd

zona, amplitudinea are valori maximale.
: : . . . 0 . o
Un grafic al factorului de amplificare g 1in functie de raportul — si pentru diferite
w

valori ale frecventei este prezentat in figura 6.
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Grafic W (8w} = (1- (&) +4v? (a2
a0 ! : : ! !

1.6. Metode numerice. Metoda Euler

Dupa cum este cunoscut, aflarea solutiei exacte a problemei Cauchy pentru o ecuatie
diferentiala nu este posibild decit in anumite cazuri. De exemplu, determinarea solutiei exacte
a ecuatiei diferentiale aparent simpla

y'=x"+y", w(0)=1,
nu este posibila.
Se justifica astfel necesitatea recurgerii la metode numerice (aproximative) pentru
rezolvarea problemei Cauchy. Metodele numerice constau in alegerea unor noduri echidis-

tante x,, ke N, si determinarea unor valori aproximative y, ale solutiei exacte y = y(x) in
aceste noduri, deci y, = y(x,).

In cele ce urmeaza, prezentam cea mai simpld metoda directa de rezolvare a problemei

Cauchy si anume metoda lui Euler.
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Fie problema Cauchy

{y'=f(x,y)

_ , (x,y)e D=[x,—a,x,+a]X[y,—b,y,+b].
y(x)) =,

5 , . .. d e e
Presupunem ci f e # (D), deci f este continui, al este continui si deci marginiti

pe D. In aceste conditii, f este lipschitziana in raport cu y pe D, deci sunt indeplinite conditiile
teoremei de existentd si unicitate. Asadar, problema Cauchy consideratd are o solutie unica
y=y(x), xe I c[x,—a,x,+a], cu proprietatile:
y'(x) = f(x,y(x), Vxe I,
(X)) =,
Deoarece y'(x,)= f(x,,»,), rezultd ca ecuatia tangentei in punctul M (x,,y,) la
curba integrald a acestei solutii, este:
Y=Y+ (%, ) (x—X,).
Consideram nodurile echidistante x, =x,+kh, h >0, k= I,_n , X, € I, sinotdm cu

Y= Yo+ S (X9, ¥)(x, —X,) (vezi figura 1).

y
A y:yo—l—f(xo,yo)(x—xo)
Y=0 +f(x1’y1)(x_x1)
BT S
v =y(x) solutia exacta
Yob----_ .
; .
O xo xl rx

Fig. 1
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Aproximam solutia exactd y = y(x) a problemei Cauchy considerate, in punctul x,, cu
solutia aproximativa y, . Asadar
Y6) = yo + f (X ¥o)(X; = %) = yo + f (Xg, ) - b .
In continuare, considerim dreapta
y=y+ Gy -x)
s1 aproximam solutia exactd y = y(x) a problemei Cauchy, in punctul x,, cu
Yy =3+ 00,00 = x)
deci y(x,) =y, + f(x,,»,)-h etc.

Se obtine urmatorul algoritm:

{yk:yk—l-i_h'f(xk—l’yk—l), K>l 1)

Yo = V(X))
Pentru estimarea erorii, folosim formula Taylor. Presupunand ci f e # (D), avem:
Y(x) =y +h) = (%) + ' (x) h+o(h?).
Cum y'(x,,)= f(x,_, ), rezultd ca
y(xk):y(xk_1)+h'f(xk_1ayk_1)+0(h2)- (2)
Din (1) si (2) deducem ca:
Y(x) =y =y(x) = Vi +o(h*).
Prin urmare, eroarea la pasul & se obtine din eroarea la pasul precedent, k—1, la care

se adaugi un infinit mic de ordinul 2 (o(%%)).

Exemplul 1.6.1. Fie problema Cauchy

(. 2_1_1
y=y x 4x?

1
yh=3

Sa se determine solutia aproximativa in punctul x =2, in doi pasi.

7 1
In acest caz, avem: f(x,y)= y2 _y__

b
4x*

x,=1,y,=0,5,n=2, h=0,5, x,=L5, x,=2,

yl :y0+h'f(x05y0):()’257
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Yy =y t+h f(x,)=0,14236.
Asadar y(2)=0,14236.

Pe de altd parte, observdm ca ecuatia diferentiald considerata este o ecuatie de tip

L . . . 9 1 9 . . .
Riccati, care admite solutia particulara y, =2—. Cum aceastd solutie satisface conditia
X

initiala y(1) = % ,rezultd cd y = ZL este solutia exactd a problemei Cauchy considerate.
X

Valoarea solutiei exacte in punctul 2, este y(2) :%: 0,25. Se obtine o eroare destul

de mare y(2)—y, =0,1. Daca foloseam mai multi pasi, deci alegeam un pas 4 mai mic,

obtineam o eroare mai mica, deci mai buna.

Exemplul 1.6.2. Fie problema Cauchy
y'i=y-x

{y(O) =2
Sa se determine solutia aproximativa in punctul x =0,5, 1n cinci pasi.
In acest caz, avem: f(x,y)=y—x,

x,=0,y,=2,n=5,h=0,1, x,=0,1, x,=0,2, x;,=0,3, x,=0,4, x, =0,5

¥, =22,y,=2,41, y,=2,631, y, =2,8641, y,=3,1105.

Ecuatia diferentiala este liniara si are solutia exactd y=e" +x+1, deci

y(x;)=(0,5)=3,1487 si [y(x;)— y5|=0,03.

Metoda Euler este o metoda foarte simpld, dar, asa cum am vazut, prezintd o anumita
lipsa de acuratete.
O metoda mai precisd este metoda Runge-Kutta. Fard a intra in detalii, prezentam

algoritmul Runge-Kutta de ordinul 4:

h
Ve =Yl +g(g] +2g,+2g,+g,), k21,
Yo =y(x,)

unde
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g =S )

h h
g, =f(x +ank—1 +Eg1)

h h
g =f(x +ank—1 +Eg2)

84 = f(xk_1 +h>yk_1 +hg3)

Exemplul 1.6.3. Pentru comparatie, consideram aceeasi problema Cauchy ca in

Exemplul 1.6.1. Folosim aceleasi notatii ca acolo. Obtinem succesiv:
g =-0,5, g,=-0,31937, g,=-0,31959, g, =—0,22218,
h
=Yt lg (g, +2)+e,]=0,33332.
Pentru calculul lui y,, avem

g = f(x,)=-0,22222, g, =—0,1632, g, =—0,16322, g, =—0,125,
y, =0,24999.

Eroarea | y(2)- y2| =

0,25-0,24999| =10° este mult mai mica decat in cazul metodei

Euler.



CAPITOLUL 2

SISTEME DE ECUATII DIFERENTIALE

2.1. Sisteme de ecuatii diferentiale. Teorema de existenta §i unicitate

Prin sistem de n ecuatii diferentiale de ordinul intdi sub forma normala, se intelege un

sistem de forma:

d

%:ﬁ(x’ylv"'vyn)

dx T , (1)
dxn Jn\Xs Voo s Vp

unde f;,...,f, sunt functii continue definite pe o multime deschisa D cR"*!.

Definitia 2.1.1. Se numeste solutie a sistemului (1) orice set de n-functii

Y =@1(X),....va =@,(x), x € I (I R interval deschis), ¢, #V (1), i=Ln , Cu proprietatea

d
)
d
20 (500 0u0] | Vrel

(Se subintelege ca am presupus ca (x,@((x),...,,(x))e D,V xeI).

In general, un sistem de ecuatii diferentiale admite o infinitate de solutii. Pentru a

Definitia 2.1.2. Fie M;(xq,y¢,...,¥,0) Un punct oarecare din D fixat. Se numeste

problema Cauchy pentru sistemul (1), problema determinadrii unei solutii a acestui sistem,

V1 =@1(X),..., v, =@,(x), xe I, care verifica conditia initiala:
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(01(360)=y10,---,€0n(xo)=yno- (2)

Daca adoptam scrierea vectoriala: y=(yi,...0n)> S =(foeesSn)s @=(P1e00,),
Y0 =(2105--» Y0 ) » Sistemul (1) se scrie
V'=f(xy), (1%
iar problema Cauchy consta in determinarea unei functii vectoriale ¢:7 —»R", pe #V(1), cu
proprietatile:

(v,p(x))e D,Vxe I, ¢gx)=f(xox),Vxel ¢(xg)=yo- (2"

Definitia 2.1.3. O functie /:D—R"" se numeste lipschitziand pe D, in raport cu y,,

..., ¥, daca existd o constantd L > 0 astfel incét

|f(x,yl,...,yn)—f(x,zl,...,zn) <

oricare ar fi punctele (x,yy,...,»,) §i (x,zy,...,2z,) din D.

Observatia 2.1.1. Daci D este o multime deschisi si convexd, fe# V(D) si existd

M >0 astfel incat

<M,V (X%,y...y,)eD $1V i=ln,

Jof
‘a_xi(x,ylr--ayn)

atunci f'este lipschitziana pe D.
Intr-adevar, din teorema cresterilor finite a lui Lagrange, rezulti ci oricare ar fi
P(X,)1,...,y,)€ D si oricare ar fi O(x,z....,z,)€ D existd un punct (x,&,...,&,) pe segmentul

de dreapta deschis, de capete P si Q, astfel incat

f(xayla"'ﬂyn)_f Xy 2150002 Z gl’ )( Z.f)'

In continuare, avem:

n

|f(x,yl,‘..,yn)—f(x,zl,‘..,zn)| <>

J=1

Jf
aTj(x,fl,...,fn)

‘(y_,- -

n
<MY

J=1

(y/—zj)

b
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deci f'este lipschitziana pe D.

Teorema 2.1.1. (Teorema de existenta si unicitate pentru sisteme de ecuatii dife-
rentiale)
Fie Mo (x()’yl()’"'vyn())e Rn+1 , a, bi >0 5 lzl,_l’l §l D= (XO —da, X +a)XA, unde
n
A=TT(»jo=bj yjo+b;)=(¥0=bs yio+b1)X..X(Vuo =Bus Yo +by) -
j=1
Dacd f;:D—R este continud si lipschitziand pe D, in raport cu Vi»--n¥,, OFicare ar
fi i=1n, atunci existd o solutie unica a sistemului (1):
N :¢l(x)’“"yn =¢n(x)a Xe ]C(XO_a’ x0+a) ’
cu proprietatea:
@1(X0) = Y105+ (X0) = Vo -

(Cu alte cuvinte, in conditiile precizate, problema Cauchy (1) - (2) are solutie unica).

Demonstratie. Pentru fiecare i =1,n, functia f; este continud pe multimea compacta
D, deci este marginitdi pe D. Fie M;>0 marginea superioard a functiei f, pe D si fie
M =max{M,,..,M,}. Fie de asemenea L =max{L,...,L }, unde L;>0 este constanta

Lipschitz a functiei f; pe D,i :L_n. Fie, de asemenea, € (0,1) oarecare si fie

= min aﬁ b—"ﬁ
B MU ML)

Notam cu I =(xo—h,xo+h). Evident, I c(xy—a, xo+a). Procedand ca in demonstratia
Lemei 1.1.1, se arata ca rezolvarea problemei Cauchy (1)-(2) este echivalenta cu rezolvarea
urmatorului sistem de ecuatii integrale:

X
yi(x) = yio+ jxofl [£.31(0),..... ya(0)]dt

---------- ST : 3)
W@ =ym0+ [ Sl @ ya@lde, xe 1

Rezultda cd dacd aratam ca sistemul (3) are solutie unicd, atunci teorema este
demonstrata.
Pentru inceput, vom arata ca exista o solutie a problemei Cauchy sau, echivalent, vom

ardta ca existd o solutie a sistemului de ecuatii integrale (3). Demonstratia se bazeazad pe
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metoda aproximatiilor succesive, utilizatd la demonstrarea teoremei de existentd a solutiei

pentru ecuatii diferentiale de ordinul intai.
Definim prima aproximatie y\" = y"(x), »{" = y"(x) ..., y" = y"(x), xe I, astfel:

Jﬁ(l)(x) =Vt J- 1 Y105 Vagseees Voo )

o

ygl)(x) =Y +If2(tayloaY2oa---ayn0)dt
5 ,xel

yil)(x) =Vuo +.[.f;1(t9 V105 Vap e+ Vo )t

Xo

Deoarece functiile f;, i =1,n, sunt continue, rezulti ca ", i =1,n, sunt continue pe /.

Pe de alta parte, pentru orice i =1,n §i pentru orice x€ [/, avem

<M

X
J'dt:

X0

X
‘yi(l)(X)—yio‘S Hﬁ (faY1OaY209---’yn0)|d’
x0

bi
:M|x—xo|SMhSM-ﬁ:b,-. 4)

Asadar, YV : T = [y, —b, v, +b1, deci (t,y"),...y"())e D, Vtel.
Construim aproximatia a doua y* = y?(x), ¥ =y (x),.., y? =yP(x), xe 1,

astfel:

W) = n0+ [ LG @Oy ()

G FAGE O O

YO =20+ [ £ @O,y ()l

Din continuitatea functiilor f;, i=1,n, precum si din continuitatea functiilor y",

i =1,n, rezulta continuitatea functiilor y*, i=1,n.

Pe de alta parte, se observa ca pentru orice i =1,n §i pentru orice x€ /, avem
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X
j dt
x0

0@ 0| <A 300 |t < | [ i =
X0

b.
:M|x—xo|SMhSM-ﬁ’:b,-.

Asadar, y® .1 > [y, —b,, v, +b ], deci (¢, y2(©),...y>(0)e D, Vel
In general, definim aproximatia de ordinul m:

A=, A = A () e ) = 0 (), xE,
astfel:

A = g+ [ A0 Y ()

@)=yt [ LA Oy O

P =0+ [ £, 0,y (@)

si constatim ca »", i=l,n, sunt functii continue pe I cu valori in intervalele

[Vo—byo+b]1, i=1n,deci (&, y"(0),... "™ ()e D, Viel.
Procedeul continud nedefinit.

Pentru fiecare i =1,n, consideram urmatoarea serie de functii pe I:

Vot = v+t (" =y (5)

si observam ca sirul sumelor sale partiale este:
s (x) =y (x), Vxe I .
Daca vom arita cd seria (5) este uniform convergenta pe I, va rezulta ca sirul (y"),

este uniform convergent pe /. Folosind ipoteza ca functia f; este lipschitziand pe D in raport

cu y,,...,», sitinand seama de (4), avem:

W= = e

ﬂﬁ-(t,yf”(t),.--, ()= (8 Yi0s-- Yu0)
X0
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1 X=X nlM
_L;Hy(l)(t) y,o‘df<L”MI|t x0|dt LnM| 20| < 5 =2
Asadar, avem:
@ = @] 5 e e T i<l ©

Folosind din nou faptul ca f este lipschitziana si tindnd seama de (6), rezulta:

\yf)(x) y(z)(x)\ Oy P0)- £ (650O).... y,(,l)(t))‘dt <

M [x—x _n’’M

n
2 M _ 2 3
éﬂyf ©=»; (t)‘dt< “t == 3 =3 "
deci:
P P T
In general, avem:
m—1 ym—1 m—1 yn—1
- n"L"M m_n" LM
‘yl.(’")(x)—yl.(’” 1)(x)‘s—|x—x0 STh’", Vxel. (7)
M nm le -1 . . 5 )
Observam cd seria numerica Z—'h este convergentd, asa cum rezulta din
m=1 m.
criteriul raportului:
. . M-n"L" m! . nLh
lim —*L = lim h ————=1lim =0<I.
moe y o= (mA+1)! M -n""L""h"  moem+1

Conform (7), seria de functii (5) este majoratd pe intervalul / de o serie numerica

convergentd, deci seria (5) este uniform convergenta pe /, conform criteriului lui Weierstrass.
Asadar, am demonstrat ca pentru fiecare i=1,n, sirul aproximatiilor ( yl.("’)) este
m

(m) (m)

uniform convergent pe intervalul /. Notam cu ¢, limita acestui sir. Cum y;"’ —— @, si y;
sunt functii continue pe /, rezultd ca ¢, este, de asemenea, continud pe /.

Daca notam cu

i =] =sup{y" -0 0): re 1},

(m)

atunci faptul ca y;"’ —— ¢, revine la a spune ca

im0, -

m—»oo
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Pe de alta parte, avem:

<

]‘ A", .. y,(,m—D(z))dz—f [i (6O, 0, (0) dlt
X0 X0

= Tf%hyyknﬁlnnﬂr4kﬂ)—ﬁ(LQOL“ﬂ@AﬂAdts
X0
<1|[ ]y 0-g, 0l < L3 [y — || [ <
xp /=1 =1 o
<Lh- i”yﬁ-'"_l) - @ Hm . (8)
Jj=1

Deoarece membrul drept tinde la 0 cadnd m — oo, deducem ca
tim [ £ (3 @ O) = [ 1 (0,00, 0)
Tinand seama de acest fapt, cand trecem la limita in relatia
¥ (X)) =y, + f LR @,y O, Ve,
rezulta ca |
P(x) = yio + j [i(t, @), pu(0))dt, Vxe I, Vi=1,n.
X0
Asadar, functiile ¢,,...,, sunt solutii ale sistemului de ecuatii integrale (3), deci sunt

solutii ale problemei Cauchy pentru sistemul de ecuatii diferentiale considerat.

Pentru a demonstra unicitatea, sa presupunem cd ar mai exista o solutie y,,..., cu

proprietatile
Wi =yio+ [ fi(Lyi@. ) dt, Yxe I, Vi=1n.
X0

Pentru orice xe I, avem

<

[ 160 0u0) di= [ (6970, 0, (0)) dt

X0 X0

0,0~y ()] =

< <

[ (6010 s000) = £ (6910, (0)|
X0
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SLh'jH‘pf v SL'%'Z}?:H("J -v. <%'j”% v
J=1 Jj=1 Jj=1

In continuare, avem

lo, il =swp{lo -y @); ve 1< Do, v
J=l

si mai departe

Slo-vl<n-Slo v =Xlo-viL.
i= Jj= i=

ceea ce reprezintd o contradictie.

Asadar, ¢, =y, Vi= I,_n , Sl cu aceasta teorema este demonstrata. m

Definitia 2.1.4. Prin ecuatie diferentiala de ordinul n, sub forma normala, intelegem o

ecuatie diferentiala de forma:
Y = £ (505 ). 9)

unde f'este o functie continui definitd pe o multime deschisd D cR"™"', y=y(x) este functia

necunoscuta, iar y(k) este derivata de ordinul kaluiy, k=1n-1.
Prin solutie a ecuatiei (9) se intelege orice functie y=¢(x), xel, pe# " D(1), cu
proprietatile:
(20000 (®),...0" "@))e D,V xe1
si
YO0 = £ 5000.0(0,...0" W) |, ¥ xe 1.
Fie M(X0,0: Y10---»Yn-1,0)€ D un punct oarecare fixat. Problema Cauchy pentru ecuatia
diferentiala (4) si punctul M, consta in determinarea unei solutii y=¢(x), xe I, a ecuatiei
(4) care indeplineste conditiile:

(/’(xo) =Yo, (ﬂ'(xo) = Y105~ ~a(ﬂ(n_l) (xo) =Yn-1,0 - (10)

Teorema 2.1.2. Fie

n—l1
D =(xo—a,xo+a)xX(yo—bo.yo+bo) X[ [(vj0=b5yj0+b;)

J=1
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un paralelipiped cu centrul in Mo(xo, V0> V105 - - yn_l,o)eD. Presupunem ca f :D—>R este

continua i lipschitziand in raport cu toate argumentele, mai putin x.

In aceste conditii, problema Cauchy (9) - (10) are solutie unicd.

Demonstratie. Dacd introducem notatiile:

’ ” -1
n=ys 2= ua =", (11)
atunci ecuatia (9) se inlocuieste cu urmatorul sistem de ecuatii diferentiale:
dy
dx =N
D _

____________________ _ (12)

dyn—l

sz(x,y,yla"'iyn—l>

Cum sistemul (12) verifica conditiile din Teorema 2.1.1, rezulta ca exista o solutie unica

a sistemului (12):
y=0(x), n=0ux),..;Vp1 = Ppa(x), xEI, (13)
care verificd conditia initiala
@(x0)= 20, 1(x0)= Y105+ >@n1(%0) = V1,0 (14)
Daca tinem seama de notatiile (11) si de faptul ca (13) este solutie pentru sistemul (12)

obtinem: ¢™(x)=f [x,go(x),w’(x),...,(p(”_l)(x)}, V xel,deci y=¢(x), xel este solutie pentru
ecuatia (9). Pe de alta parte din (11) si (14) rezultd cd ¢(x0)=yo, @ (x0)=N10, -

(p(”_l)(xo):yn_l,o. Asadar, y=¢(x), xel este solutic unicd pentru problema Cauchy

(9)+(10). m

Exemplul 2.1.1. Sa se rezolve urmatoarea problema Cauchy
V+y=x, ¥0)=1, y(0)=3.
Solutia generala a ecuatiei diferentiale )"+ y=x este y=Cjcosx+C,sinx+x . Din con-
ditiile initiale y(0)=1, y(0)=3, rezultd C;=1 si C,=2. Solutia problemei Cauchy este

y=cosx+2sinx+x.
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2.2. Sisteme de ecuatii diferentiale liniare de ordinul intdi

Un sistem de ecuatii diferentiale liniare de ordinul intéi este de forma urmatoare:

dy
e =A@t ()7, +by(x)
X
@ T B (D)
n
d Zanl(x)yl +"'+ann(x)yn +bn(x)
‘x}’l
unde a; si b; sunt functii continue definite pe un interval / = (a, b) C R.
Sistemul omogen asociat sistemului (1) este:
dy
— =A@yt (),
X
@, T - 2)
d :anl(x)y1+---+ann(x)yn
xl‘l
Daci introducem notatiile vectoriale:
Nl by
ap...a
Y=|:|, AZ(ZI—I——(;%J, B=| : |,
1 .o
yn n nn bn
sistemul (1) devine
dYy
Ay +b, (1)
dx
iar sistemul (2) se mai poate scrie sub forma
dY
— =AY . 2'
o (2)

Observatia 2.2.1. Daca notam cu fj(x) =ay(xX)y; +...+ @ (x)y, +bi(x), Vxe I, ‘v’izl,_n,

i
dy

atunci =a;(x). Fie xge(a,b)=1 si fie J I un interval inchis care contine punctul x.

J

Deoarece functiile a; si b; sunt continue pe /, rezulta ca aceste functii sunt marginite pe J.
Din Observatia 2.1.1 rezulta ca functiile f; sunt lipschitziene in raport cu y,...,y, pe

domeniul JxR”. Rezulta cad pe o vecinatate suficient de micd a punctului

(X0, V10----»n0) € J XR" , Teorema 2.1.1 de existentd si unicitate este valabild. De fapt, se poate

demonstra mai mult, ca oricare ar fi a<x,<b si oricare ar fi y,=(»10,...,¥,0)€ R", existd o
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solutie unica a sistemului liniar (1) y; = ¢(x),...,y, =@,(x), xe I, care verifica conditia initiala

@1(X0) = Y105+ (X0) = Vo -
In continuare vom studia sistemul omogen (2).

Propozitia 2.2.1. Daca Y, si Y, sunt solutii ale sistemului omogen (2), atunci V¢,

o, € R, rezulta ca oY, + Y, este, de asemenea, solutie a sistemului omogen (2).

Demonstratie. Deoarece operatia de derivare este liniard rezulta:

dy,  dy,

d
a(alYl'f'azYz)ZMIE'FQZE:C(]AYI'FazAYZ:A(a1Y1+a2Y2). |

Dacd notam cu S multimea solutiilor sistemului omogen (2) din Propozitia 2.2.1, rezulta

ca S este un spatiu vectorial real.

Y Yin
Definitia 2.2.1. Fie Y=| : |,...,Y,=| : | n solutii particulare ale sistemului omogen

Ynl Ynn
(2). Se numeste wronskian al acestor solutii, urmatorul determinant:

yix) o yi(x)

e =W hs )=\ e @

, xel.

Propozitia 2.2.2. Daca Y,,...,Y, sunt n solutii particulare ale sistemului (2), liniar de-

pendente pe I, atunci W(x)=0,V xel.

Demonstratie. Prin ipoteza, existd a,...,o, € R, nu toate nule, astfel incat
ol (x)+..+a,Y,(x)=0,V xel,

relatie echivalentd cu:

__________________ (3)

ayn()+...+ 0,y (x) =0
Y (X)+.. 0 Y () =0 , Vxel '
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Deoarece (3) este un sistem (algebric) liniar si omogen, care admite solutie nebanala,
rezultd cd determinantul coeficientilor este zero. Dar, determinantul coeficientilor este chiar

wronskianul solutiilor Y;,...,Y, . Asadar, W (¥,....Y,)(x)=0,V xe/. =

Teorema 2.2.1. (Liouville) Fie Y,,...,Y,, n solutii particulare ale sistemului omogen

(2) si fie xye I oarecare fixat. Atunci, ¥V x € I, avem.

[ lan@rs.+an@]ar
e .

Wx)y=w (xo) 4)

Demonstratie. Pentru simplificarea scrierii, consideram cazul particular n = 2. Fie deci

Y, = (y“] Sl y, = (Jﬁzj solutii particulare pentru (2). Wronskianul acestor solutii este:
21 Y22

yu 2
Y21 Y2

W(x)= , xel.

Deoarece Y, si ¥, sunt solutii pentru sistemul (2), avem:

dyiy Dy _
e =ap yntapny ——=anYitapnyn
x si dx ' (5)
dyy dyxn _
———=ax yntaxny — =@ yiptaxnyn
dx dx

Tindnd seama de modul de derivare al unui determinant, de identitatile (5) si de

proprietdtile determinantilor, rezulta:

dw dyiy  dy Y11 Y12

b dx dx |*\dyy  dyy|=
Y21 Y dx dx

apyitanyr anyietapyn +
Y21 Y2

48! Y12 ann a11y12+ 1 Y12

+ = =
anyiitanyn ayitanyn Y21 Y22 a1 Any»n
Y e
= ((111 + (l22) .
Y21 Y22
Asadar, avem
aw
o [a1(x)+an(x)]| W(x), xel. (6)

Observam ca (6) este o ecuatie diferentiald liniara si omogena, de ordinul intai. Solutia

sa generala este
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[ [an@+az)de
W(ix)=C-e ™ , xel,

unde C € R este o constanta arbitrard. Deoarece W (xy)=C, rezulta:

[7 [an@+an@]dr
W(x)=W (xq) e ™ ,xe€l. m

Definitia 2.2.2. Se numeste sistem fundamental de solutii ale sistemului omogen (2),

orice set de n solutii particulare ale acestui sistem, ¥,...,Y,, cu proprietatea ca existd x,e /,

astfel incat W|[x,....Y,](x) #0.

Corolarul 2.2.1. Daca Y,,...,Y, este un sistem fundamental de solutii pentru sistemul

omogen (2), atunci W|Y,,....Y,](x)#0,V xel.

Afirmatia rezultd din Teorema Liouville. m

Observatia 2.2.2. Din Propozitia 2.2.2 si Corolarul 2.2.1, rezultd cd daca ¥,,...,Y, este
un sistem fundamental de solutii pentru sistemul omogen (2), atunci Y¥,...,¥, sunt liniar

independente pe intervalul /.

Teorema 2.2.2. Daca Y,,...,Y, este un sistem fundamental de solutii pentru sistemul
omogen (2), atunci oricare ar fi Y solutie a acestui sistem, exista
Cy,...,C, e R astfel incdt

Y=CYi+..+C,Y,.

Demonstratie.

i Yin N
Fie ,=| : |,....Y,=| : |, Y=| : | si xoe I oarecare, fixat.

Ynl Ynn Yn
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Consideram urmatorul sistem

(X)) +..+a,y,, (%) = y,(x,)

..................................................... . (7)
Y, (X)) +..+a,y,,(x)=y,(x)
Deoarece determinantul coeficientilor sistemului (7) este chiar wronskianul solutiilor
Y,....Y, siacesta este diferit de zero prin ipoteza, rezulta ca sistemul (7) admite solutie unica.
Fie (C},C,,...,C,) solutia unica a sistemului (7) si fie Z =Y, +...+C,Y, . Din Propozitia
2.2.1, rezulta cd Z este solutie pentru sistemul omogen (2). Pe de altd parte, observam ca
Z(x9)=Y(xp). Din Teorema de existenta si unicitate rezultd ca Z=Y, deci Y =C\[j+...+C,Y,.
|
Observatia 2.2.3. Din Teorema 2.2.2, rezulta ca, daca cunoastem n solutii particulare

ale sistemului omogen (2), ¥,...,%, si acestea formeaza un sistem fundamental de solutii,

atunci solutia generald a sistemului omogen este:
Y=Y +..+C)Y,, (8)

unde C,,...,C, sunt constante arbitrare.

In continuare, prezentdm metoda variatiei constantelor a lui Lagrange pentru rezol-
varea sistemelor neomogene.
Pentru simplificarea scrierii, consideram cazul particular n = 2.
Fie deci, urmatorul sistem neomogen
d
%Zan)’l +ap yy+h
: )
dy

P
iy S itany +by
X

Fie, de asemeneca, Y1=(yllj si Y2=[y12j un sistem fundamental de solutii pentru
Y21 Y22

sistemul omogen asociat. Atunci avem:

2 vy _
——=anyutanya —_=anyptapnyn
dx si dx (10)
dyy dyxn _
———=ax Y1 taxyn —_—=axyptanyn
dx dx

Din Observatia 2.2.3, deducem ca solutia generala a sistemului omogen este



2. Sisteme de ecuatii diferentiale 79

{yw:Clyn"‘Czylz (11)

1y20=Ciyn+Cryyn, C,CeR’
Cautam solutia sistemului neomogen (9) de forma

{yl = @) Y11+ 92(%) y12 (12)

Y2 =0i1(X) y21 +@2(x) y22 .

Punand conditia ca (12) sa verifice sistemul (9), obtinem:

P+ Py + @i+ @i =ay ((PlJ’n + (szlz)"‘ ap ((P1y21 + (szzz)"‘bl
P12+ Py + @1y + @y =ap ((/)1y11 + (02)’12) tay ((01J’21 + (02)’22) +by

Tindnd seama de identitatile (10), rezulta

{(PE(X)J’U +@5(X)y12 = b(x) (13)

P1)y+ P (N)yn=by(x), xel.
Deoarece determinantul coeficientilor este chiar wronskianul solutiei Y¥,,Y, si acesta
este diferit de zero pe /, rezulta ca sistemul (13) are solutie unica.
Fie ¢i(x)=gi(x) si ¢5(x)=g»(x), xel, solutia unica a sistemului (13). Integrand,
obtinem:
91(0) = [ g1(x)dx +C,

. (14)
92(x) = [ g2(x)dx+

In sfarsit, inlocuind (14) in (12), obtinem solutia generald a sistemului neomogen (9),

anume:

N =C1y11+C2y12+y11Ig1(x)dx+y12Ig2(x)dx (15)
Y2=Cyn+Cyn +y21.[g1(x)dx+y22jg2(x)dx
Daca notam cu

Yip =V _[gl(x)dx+ Y12jg2(x)dx
Yop =221 Igl(x)dx+yzzjg2(x)dx

Yy Z[MOJ , Yp Z(MPJ ,
Y20 Y2p

atunci solutia generald a sistemului neomogen (9) este de forma

Y=Yy+7,, (15"

sicu
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unde Y, este solutia generald a sistemului omogen, iar Y, este o solutie particulard a sistemu-

lui neomogen.

Observatia 2.2.4. In principiu, rezolvarea sistemului neomogen este intotdeauna posi-
bild daci se cunoaste un sistem fundamental de solutii pentru sistemul omogen. intr-adevar,
fie ¥;,...,Y, un sistem fundamental de solutii pentru sistemul omogen. Atunci

Yo=Ch+...+4C,Y, (16)
este solutia generald a sistemului omogen.

Cautam solutia generala a sistemului neomogen de forma:

Y=g +...+0,(x)Y,. (17)

Functiile ¢,,...,p, se determind dupd cum urmeaza. Se considera sistemul:

{z’l@mf;;;t?é@czz@_zlzl_@__ (18)

Sistemul (18) are solutie unica. Fie ¢}(x) = gi(x),...,¥,(x) = g,(x) solutia acestui sistem.
Integrand, gasim:

91(0) = [ 21(x) dx+ iy, 0, () = [ u(¥) dx +C, . (19)
Inlocuind (19) in (17) se obtine solutia generala a sistemului neomogen.
Din pacate, pentru sisteme cu coeficienti variabili este dificil de aflat un sistem

fundamental de solutii pentru sistemul omogen. Acest lucru este posibil in cazul sistemelor cu

coeficienti constanti. In continuare, vom studia astfel de sisteme.

Fie sistemul:

dy
— =AY, (20)
dx
a --- A . - .. T
unde 4= PR este 0 matrice constantd (a;, 7, j =1,n, sunt constante reale).
nl - nn '

Reamintim ca, prin definitie, derivata unei matrice ale cérei elemente sunt functii

derivabile, este matricea formata cu derivatele acestor elemente. Asadar,

V@)mﬁmqumm.uﬁmq
- = |- , xel,

S () oo o)

A e

dacd f;:1 —R sunt derivabile, V i, ; :I,_n.
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In particular, (Ax)' =4.

Prin inductie matematica se demonstreaza imediat ca

4

[(4x)f | =k A(ax) 7, k21, ke N

k
> (A . . .
Cum ™ =) (4x) , xe R si convergenta este uniforma (Vezi [7], 3.6.1), rezulta ca

Ax ¢ < k'A'(Ax)k_l S (Ax)k_l Ax
e = =4 = Ae .
( ) kzz; k! ,; (k—l)!

Asadar, avem

(eAx)/erAx, xeR. (21)

Teorema 2.2.2. Solutia generala a sistemului (20) este:
Y =etC, (22)

G
unde C=| : | este un vector constant oarecare (C;e R, i=1,n).
Cu

. . . . . dy S A .
Demonstratie. Din (21), rezultd imediat ca i’—:AeA"C. Inlocuind in (20), obtinem
X

identitatea Ae™C = Ae™-C, deci (22) este solutie pentru (20). m

Exemplul 2.2.1. Sa se rezolve sistemul de ecuatii diferentiale

d
%=—2y1+y2+2x+3
N . (23)
dyz_ 4
—= =4y +3y, +4x-1
dx

Sistemul omogen asociat este:

d
—;xl ==2y1+ )
. (24)

d
% =—4y1+3y,
X
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Conform Teoremei 2.2.2, solutia generald a sistemului (24) este Y =e**C, unde

-2 1) . e
A= s1 C= .
4 3 C,
Matricea e se calculeaza usor, daca matricea A se poate aduce la forma diagonala. In

cazul nostru acest lucru este posibil. Intr-adevar, valorile proprii ale matricei 4 sunt 4, =2,

ﬂz =—1.

Cum A,#4,, existd o bazad formata din vectori proprii. O astfel de baza este v, =(1,4),

V) = (1, 1) .

Matricea de trecere de la baza canonica la aceasta nouda baza este:
1 1) . -1/3 1/3
T= ,lar T = / / .
41 43 —1/3

. : . < 2
In raport cu noua baza, matricea A4 are forma diagonald D = (0

0 . el
J . Din proprietatile

functiei 4 —e? (vezi[7], 3.6.2) rezulti ca

si

T o v

Solutia generala a sistemului omogen (24) este:

Cl 2x 4 —X 1 2x 1 —X
Y_(yloj_ Ax(clj_ 3 e +3C1e +3C26 3C26
0= =e =

¥ C 4 4 4 1.
20 2 —EClezx +§C]€ i +§C2€2x —§C2€ x
. .. C,—C 4C, -C
Daci introducem notatiile K; =—2>—", K, :%, rezulta

yio =Kie™ + Kye™ (25)
Yoo = 4K1€2x +Kze_x '
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((25) reprezinta solutia generala a sistemului omogen (24)).
Pentru a gasi solutia sistemului neomogen, folosim metoda variatiei constantelor a lui

Lagrange. Cautam solutia sistemului neomogen de forma:

M=@0e + pyx)e 26)
72 =49 ()€™ + s ()"

Functiile ¢ si ¢, verifica sistemul:

@' 1(x) e+ Oh(x)e ™  =2x+3

40 (x) € + @y (x)e™ = 4x—1.

Rezolvand acest sistem, obtinem:

2x 4 4x+13
Pi(x)= e, ¢h(x)=

x

si mai departe:

2x3

4x+9
i(x)= +C1,(p2(x)— 3 e +C,. (27)

Inlocuind (27) in (26), rezulta solutia generali a sistemului (23):

7
:C1€2x+C2€_x+X+§

V= 4C1 er + Cze_x +5.

Observatia 2.2.5 La acelasi rezultat se ajunge si dacad se foloseste metoda eliminarii,
pe care o vom descrie In continuare.

Se deriveaza una din ecuatiile sistemului (23), de exemplu, prima si se elimina y, si 5
din ecuatiile sistemului si din ecuatia derivata, obtinandu-se in final o ecuatie diferentiald

liniara de ordinul doi, cu coeficienti constanti in necunoscuta y, .

Sa reluam, folosind metoda eliminarii, rezolvarea sistemului (23):

dyy

=2y + 1 +2x+3
dx

d
O 4y 43y, +4x—1.
dx

Derivand prima ecuatie, obtinem:

d2y1 dy  dy
=24 ==42. 2
2 dx  dx - (28)
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Din prima ecuatie a sistemului, deducem ca

_dn
dx

Vo +2y;—2x-3. (29)

Tinand seama de a doua ecuatie a sistemului, rezulta

d d
D2 gy 43 D0y —2x -3 |+ 4x—1
dx dx
si mai departe
D2y 3o 10, (30)
dx dx

Inlocuind (30) in (28), obtinem urmitoarea ecuatie diferentiald de ordinul doi:
Vi=y1=-2y1=-2x-8. (3D
Ecuatia omogena asociata este )7 —)"—2y; =0, iar ecuatia sa caracteristica este

r*—r—2=0. Radicinile ecuatiei caracteristice sunt =2, » =-1, deci solutia generali a

X

ecuatiei omogene este y;o=Cie” +Cre *. Cautaim o solutie a ecuatiei neomogene (31) de

forma membrului drept (pentru cd nu avem rezonanta):
yp=ax+b. (32)
R .- < . . . 7 .
Punand conditia ca (32) sd verifice ecuatia (31), obtinem a = 1, 5 =5 Asadar, solutia
generald a ecuatiei (31) este

7
y1:C1€2x+C2€_x+x+§. (33)

Inlocuind (33) in (29) rezulti ci: y, =4Cie>* + Coe " +5. In consecint, solutia sistemului

(23) este:

- 7
n=Ce*+Ce x+x+§
vy =4C €2X+C2€_x+5 ,

aceeasi solutie ca si cea obtinuta cu metoda matriceala.

Observatia 2.2.6. Metoda matriceald pentru rezolvarea sistemelor liniare omogene cu

coeficienti constanti se aplica si in cazul cdnd matricea 4 nu se poate diagonaliza, folosindu-

se in acest caz pentru calculul matricei e forma canonica Jordan a lui A. Pentru detalii vezi

2].



CAPITOLUL3

ECUATII CU DERIVATE PARTIALE DE ORDINUL INTAI

3.1. Sisteme autonome de ecuatii diferentiale

Prin sistem autonom de ecuatii diferentiale, se intelege un sistem de forma:

1
_:fi(yl,---ayn)
dx T -, (1)
dx :fn (yl’---ayn)

unde f; sunt functii continue pe o multime deschisa D cR". Se observd cd in cazul

sistemelor autonome, variabila independentd x nu apare printre argumentele functiilor f;.

Definitia 3.1.1. O functie y: D — R se numeste integrala prima pentru sistemul (1),
daca:

a) ez V(D);

b) v nu este o functie constanta pe D ;

c¢) Pentru orice solutie y; = ¢(x),...,y, =¢,(x), xe I, a sistemului (1), existd o constanta

ce R, care depinde de aceasta solutie, astfel incat l//[(pl(t),...,gon(t)] =c,Vtel.

Exemplul 3.1.1. Fie sistemul autonom de ecuatii diferentiale

dy, _

dx V2
., (Vy)eER?. (2)

Folosind metoda elimindrii se obtine imediat solutia generala a sistemului (2), anume:
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n =Cicosx+Cysinx
{ 3)

¥, =—Cysinx+C,cosx
Observam cd functia y:R* — R, definitd prin (1, 1,)= yi+y3, ¥V (y.02)€ R?, este o
integrala prima pentru sistemul (2). Intr-adevar,

l//[Cl cosx+Cysinx, —Cysinx+C, cosx] = C12 + C22 =constant .

Teorema 3.1.1. Daca f; sunt continue §i lipschitziene pe D, atunci o functie

we ' V(D) este integrald primd pentru sistemul (1) dacd si numai daca:

ﬁ(Y)a—M(y)+---+fn(y)§7y:(y)=0, YV y=(3-eryn)eD. (4)

Demonstratie. Necesitatea. Fie xye R §i yy=(y10.--.,Vm0)€ D oarecare fixat. Din Teo-
rema de existentd si unicitate pentru sisteme, rezultd ca existd o solutie unica a sistemului (1),
V1 =@1(x),....y, =@,(x), x€ I, cu proprietatea ¢;(xg)=yigs..- @, (X0) = Yo -

Dacéd y:D — R este integrala prima pentru (1), atunci

v p(®).....0,(x)|=C, Vxel. (5)

Derivand (5), rezulta:

a_;:[%(x)a---:(Pn(x)]'%#..+%[¢1(x),...,(pn(x)]' (‘Z;x(x) —0,V xel.

Tinand seama ca ¢,...,¢, verifica sistemul (1), mai departe, avem:

371/?[(01(36),. ..,(Pn(X)] A [¢1(X),. "’¢n(x)]+...

+§Z[¢1(X)’...,¢n(x)]~fn [(ﬂl(x),...,(on(x)]:O , Vxel .

In particular, pentru x = x, , rezulti

%{mm<yo)+...+§7‘”(yo)ﬁl<yo)=o.

n

Cum y,e D a fost arbitrar, rezultd ca y verifica (4) pe D.

Suficienta. Fie y; = ¢ (x),...,y, =¢,(x), x€ I, o solutie oarecare a sistemului (1).
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3. Ecuatii cu derivate partiale de ordinul intdi

Atunci (@y(x),....0,(x))e D, Vxe si

0
. fl[wl(x),...,con(xﬂ,...,aa‘fj=fn[¢1(x>,...,<on<x>],vxel.

o

Daci ye # O(D) verifica (4) pentru Vy € D, atunci avem:

oy dey Iy dg,
—[(pl(x),...,(p,,(x)]~E+...+E[(o1(x),...,(on(x)]- =0,V xel,

%

relatie echivalentd cu

d
$l/l[¢1(x),...,(pn(x)] =0,Vxel,

de unde rezulta ca
Y[ 01(x),...0,(x) |=¢c, Vxel.

Asadar, yeste integrala prima pentru sistemul (1). m

Teorema 3.1.2. Presupunem ca f;:DcR" >R sunt continue, lipschitziene gi

Zf,»z(y) #0, V' y e D. Atunci, sistemul (1) admite cel mult (n—1) integrale prime indepen-

Demonstratie. Presupunem y,,y,,...,\, sunt integrale prime pentru sistemul (1). Din

Teorema 3.1.1, rezulta:

PN A+t 52 0) 1 (1) =0
é_ywl _____________ : _yy_j ----------- ,Vye D. (6)
o W A@)+ ) (»)fa(¥)=0

Am obtinut un sistem (algebric) liniar si  omogen 1in necunoscutele

f(¥),f2(¥),.... fu(y). Deoarece sistemul admite solutii nebanale, rezultd ca determinantul

coeficientilor este zero. Asadar, avem:

o1 oV

a_l(y) . L(y)

24 Vn

________________ =0,VyeD. =m
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Observatia 3.1.1. In conditiile Teoremei 3.1.2, se poate arita ci sistemul (1) admite
(n—1) integrale prime independente functional pe D. Tinand seama si de Teorema 3.1.2,
rezultd ca sistemul (1) admite (n—1) integrale prime independente si (n—1) este numarul

maxim de integrale prime independente ale sistemului (1).

In continuare, vom presupune ca functiile f; satisfac conditiile din Teorema 3.1.2. Sis-

temul (1) se poate pune sub forma simetrica echivalenta:

4 4

by Vs Vo
= = =1. 7
ﬁ(yl""ayn) f2(y19"'7yn) fn(yla""yn) ( )

Prin combinatie integrabila a sistemului (6), se intelege o ecuatie diferentiala,

consecintd a sistemului (7), usor de integrat. Metoda combinatiilor integrabile este folosita

pentru aflarea integralelor prime ale sistemului.

Exemplul 3.1.2. Sa se afle doua integrale prime independente ale sistemului autonom

Vi Vs Vs
= = . (8)
Y2=rs Yi=)y1 V1=

Din proprietatile unui sir de rapoarte egale deducem
Vityr
V2= =0

< . . . d . .
Dupa simplificare rezulta d_( N+y+33)=0, deci y+y,+y;=C . Functia
X

w1 (1,92, ¥3) = y1+y2 + 3 este integrald prima pentru (8). Pentru a obtine o alta integrala prima
facem urmdtoarea combinatie integrabila: amplificdm succesiv primul raport cu y;, al doilea
cu y,, al treilea cu y; si folosind proprietatile sirurilor de rapoarte egale, rezulta:

WYY s
YV2Y3=0nys  NY3—)a)3

< . o o . d ) .
Dupi ce simplificim, obtinem d_( yE+ s+ y32) =0, deci y?+y?+yi=C,. Functia
X

Wy (31,2, 73) =y +y3 +3 este o altd integrald primd pentru sistemul (8).
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3.2. Ecuatii cu derivate partiale de ordinul intdi liniare §si omogene

Prin ecuatie cu derivate partiale de ordinul intdi liniara se intelege o ecuatie de forma:

Jdu Jdu
P1(xl,...,x,,)a—xl+...+P,l(xl,...,xn)g:O, (1)

n
unde P, sunt functii continue §i lipschitziene pe o multime deschisda D c R”" si ZBz(x) =0,

i=1

V x=(x,...,x,)e D. Functia u =u(xj,...,x,) este functia necunoscutd.

Definitia 3.2.1. Se numeste solutie a ecuatiei cu derivate partiale (1) orice functie ¢
definita pe o submultime deschisi D,c D, pe #®" (D), cu proprietatea:

8;0 (x)=0, V x=(x...,x,)€ Dy.

d
H(x)a—z(X)+---+&(X) .

Ecuatiei cu derivate partiale (1) 1 se asociaza sistemul simetric urmator:
XXy X,
R(x) PR B©

1. )

Observatia 3.2.1. Din Teorema 3.1.1 rezulta ca orice integrald prima a sistemului (2)

este solutie pentru ecuatia cu derivate partiale (1).
Mai general, are loc urmatoarea teorema.

Teorema 3.2.1. Fie y,...,y; integrale prime pentru sistemul (2) si fie ® o functie de

clasa 7V definita pe multimea deschisa Q c R* . Atunci, functia u(x)=®[y(x),....w; ()],
xe D,c D, este solutie pentru ecuatia cu derivate partiale (1).

(Se subintelege ca se presupune ca (y(x),....p;(x))e Q,V xe D).

Demonstratie. Pentru orice xe D;, avem:
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du _9d¢ Iy d¢ Az

an on o 75, Vo o)
ou d d d d '

=0 Pt W L =) @

Tinand seama de (3) si de Observa‘gia 3.2.1, deducem:
1 Ju _J¢ [
ZZ (S = ()

+a—¢(y)-{1’1

Vg

A

Wik x}=0,‘v’xeD1.

ox,

Asadar, u=®[y;(x),...,¥;(x)], xe Dy, este solutie a ecuatiei (1), Vke N*. =

Urmadtoarea teorema ne arata ca orice solutie a ecuatiei (1) este de aceasta forma.

Teorema 3.2.2. Fie y,,....y, ;, (n—1) integrale prime independente ale sistemului (2)

sifie u=(x,....x,), x=(x,...,x,)€ D; c D, o solutie oarecare a ecuatiei (1). Atunci, existd o

functie ® de clasd # Y pe o multime deschisa QcR"" astfel incdt (yi(x),...,W,_1(x))€ Q

V xe Dy si

¢(x):q)[y/l(x)a"'ay/n—l(x)] ’ V xe Dl .

Demonstratie. Deoarece @,y,,...,,_; sunt solutii pentru (1), rezulta:

B
Pl(x)—l(x)+...+P(x)—1(x)=0 . 4)
a()a"’“<)+ + B g’w) 0 ,VxeD,

n
Deoarece ZBz(x) #0, Vxe Dy, rezulta ca sistemul liniar $i omogen (4) admite solutii
i=1

nebanale pentru orice xe D, deci determinantul coeficientilor este zero:
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dg dg
a—XI(X) eee axn (X)
Wiy . Wiy |0, vaen,.
ox; ox,,
al//n—l al//n—l
o x) ... ox, (%)

Cum prin ipoteza, functiile y;,...,w,_, sunt independente functional, rezulta ca:

o0 o0
a—x](X) axn (X)
rang %—Zl(x) 3;/;1 (x) |=n—-1, VxeD.
Wt W
o, (x) ox, (x)

Din Teorema 4.11.2 din [7], rezultd cad ¢ depinde functional de w;,...,w,_, pe D, deci
cd existd ®e C'(Q), Qc R"" astfel incat

(D(X):(I)[l/ll(x)a--"‘//n—l(x)]a VXEDI' u

Exemplul 3.2.1. Sa se afle solutia generala a ecuatiei cu derivate partiale

Ju Ju x> +y° du

X=—+y— N Y 9y,
dx ~ dy z 0z

Sistemul simetric asociat este:

xl yl_ ZZV

X oy «/x2+y2 .

Din = =2 deducem = C, deci yq(x,y,z2) =2 este o integrald prima. Pentru a obtine
X y X X

0 a doua integrald prima procedam astfel: amplificam primul raport cu x, al doilea raport cu y
si folosim proprietatile sirurilor de rapoarte egale. Rezulta
x'+yy oz

x4y B \/x2+y2

si mai departe

xx' +yy ,
===,
X +y

egalitate echivalentd cu
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(5]

Integrand rezultd x>+ )° —% =C,, deci v, (x,y,2) = x> +* —% , este integrald prima.

2

Solutia generald a ecuatiei va fi: u(x,y,z)zd{z, Jxi+y? —%] , unde @€ %7(1)(R2)
X

este o functie arbitrara, iar xyz #0.

Definitia 3.2.2. Fie acR si 4cR"' o multime deschisi cu proprietatea
(x1ye-sX,-1,0)€ D, Y (xi,...,x,1)€ A. Fie, de asemenea, g : 4 — R o functie de clasa 70,

Problema Cauchy pentru ecuatia (1) §i functia g constd In determinarea unei solutii
u=u(x,...,x,) aecuatiei (1), care satisface urmatoarea conditie pe multimea A4:

U (Xpees X1, @) = & (Xpsee s X)) - (5)

In cazul n=2, problema Cauchy are o interpretare geometrica simpla: si se gaseasca

. . d d :
suprafata z=z(x,y) [solutie a ecuatiei P(x, y)a—Z+Q(x, y)a—Z =0] care trece prin curba y=a,
X Y

z=g(x).

Teorema 3.2.3. Daca exista (n-1) integrale prime independente ale sistemului

simetric asociat (2), atunci problema Cauchy (1)-(5) are o solutie unica u:D, >R, D, cD.

Demonstratie. Fieae R, ge # V(4), AcR"" deschisi cu proprietatea ci

(XpeesXppp@)€ D, Y (X, )E A
Fie ¢,...,9,.1, (n—1) integrale prime, independente functional pe D. Rezulta ca

D(@,....001)

D(31rer ) (%1 esXpyppa@) £0, VY (xp,...,x, )€ 4.

Fie F: AcR"" > R""! definita astfel:

F(XpyeusXyy) = ((pl (Xl s X5 @) e s Py (xl,...,x,,_l,a)) s (Xpeex, )€ 4.
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Din Teorema de inversiune locala (Teorema 4.8.2 din [7]), rezulta ca, pentru orice punct

M (xy,...,x,_1)€ A, existd o vecindtate deschisd 4, a punctului M, 4,c 4 si o vecinitate
deschisa B; a punctului F(M), astfel incat F': 4, — B, este difeomorfism.

Fie F~! 2(601,~~~,wn_1)331 — A, inversa functiei F': 4,— B;.

Definim

1(x) = g[ @ (A, G (9)- 0> @yt (A, @11 () ] (6)

V x=(xp,...,%,_1, X,) € D, cu proprietatea ca (x,...,x,_1)€ 4;.

Din Teorema 3.2.1, rezulta ca, functia definita in (6) este solutie pentru (1). Pe de alta
parte, observam ca u(x,...,x,j, a)= g[(F_l oF) (xl,...,xn_l)} =g(xp,...,x,_1), oricare ar fi
(x1,...,x,_1)€ Ay, deci functia definitd in (5) este solutia problemei Cauchy (1)-(5). Unicitatea

rezultd din unicitatea functiilor w;,...,®,;. =

Exemplul 3.2.2. Si se rezolve problema Cauchy

dz Jz
ya—x—xg—O, x>0

y=0, z=x.

. . . dx dy , , L. .
Sistemul simetric este —=— sau xx'+)»'=0, de unde rezultd integrala prima
y

x*+y? =c. Solutia generali este z = ¢(x2 + yz), unde ¢ este o functie arbitrara de clasi #® pe
R?. Din relatiile x*+y?=c¢, y=0, z=x deducem x=+c si mai departe z=+/x>+y> .

Asadar, solutia problemei Cauchy este z = \x* + y* , x > 0.

3.3. Ecuatii cu derivate partiale de ordinul intdi cvasiliniare

O ecuatie cu derivate partiale de ordinul intdi cvasiliniara este de forma:

du Ju
B (Xqpeees Xy, u)a—x]+...+Pn(x1,...,xn, u)a—an+1(x1,...,xn, u), (1)
n
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n+l
unde P sunt functii continue si lipschitziene pe o multime deschisi D c R™! si ZPI-Z #0 pe
i=1

D.

Cautam solutia ecuatiei (1) sub forma functiei implicite u=u(x,...,x,), definita de
. . = o) . BV
ecuatia V(xl,...,xn,u) =0, unde V este o functie de clasa # "/ pe D si 3 #0 pe D.
u

Din Teorema functiilor implicite, rezulta ca

14

Ju a_xl .

a—x['_—y, i=Ln. (2)
Ju

Inlocuind (2) in (1), rezulta:

oV 1% 1%
B (Xpeees Xy ) 5—+ ot By (X505, ) 5—+ Py (550005, u)E:

dx dx, 0. (3)

Am obtinut astfel o ecuatie cu derivate partiale de ordinul intai liniard. Solutia ecuatiei

(3) este de forma V:¢[qo1(xl,...,x,,,u),...,%(xl,...,xn,u)], (X1ye -5 X,ou) € Q, unde @,...,, sunt

) L . . X x,
n integrale prime independente ale sistemului —=...=—=
Py B, B

Exemplul 3.3.2. Sa se afle solutia generald a ecuatiei

d d
2y—Z+3x2—Z+6x2y=0
ox dy

si apoi si se rezolve problema Cauchy x =0, y*=2z.

Sistemul simetric atasat este:

xl B yl B ZI _1
2y 3x? —6x2y .

Din 3x*x =2y, deducem x*—y? =C,. Din 3x’xX'=—Z, deducem x*+z=C,.
Solutia generalda a ecuatiei este functia z=z(x,y), definita implicit de ecuatia
3.2 3, \_ (1) (12 . T
¢)(x -y, x +z)—0, unde ge & (R ) este o functie arbitrard. Pentru a rezolva problema

Cauchy eliminam variabilele x, y, z intre relatiile:



3. Ecuatii cu derivate partiale de ordinul intdi

95

x3—y2:C1
x3+Z=C2
x=0
y2=2z

si obtinem C,+2C, =0.

Inlocuind C; si C, cu expresiile din membrul stang, obtinem:

x3—y2+2 X +2z=0.

1 . .
Rezultd ci z = 5( y?2 =353 ) este solutia problemei Cauchy.



CAPITOLUL 4

SERII FOURIER. TRANSFORMATA FOURIER

4.1. Serii trigonometrice. Serii Fourier

Fie functia f :[a,b]— R. Reamintim ca punctul x, € [a,b] se numeste punct de

discontinuitate de prima speta al functiei f dacd limitele laterale f(x,—0) si f(x,+0)

existd si sunt finite.

Definitia 4.1.1. Functia f :[a,b] > R se numeste

y
.\/ continud pe portiuni daca este continud pe [a,b], cu exceptia unui
,/E i‘/: numar finit de puncte de discontinuitate de prima speta (fig. 1).
L L O astfel de functie este integrabila.
o 4 b X

Fig.1
Reamintim ca functia f:R — R este periodica de perioada T , daca

f(x+T)=f(x), Vxe R.

Lema 4.1.1. Fie f:R — R o functie periodica de perioada 2r . Atunci

a+2rw V.4

| FGode= [ r@ds.

Demonstratie. Pentru aceasta este suficient sa observam ca

a+2rw

[ reodx= [ reodes [ feodes [ e,

a+2mw

Cu schimbarea de variabild x =¢— 27 , obtinem
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T

[ roodv= [ fad=-| rodr,

deci
_a[f(x)dx+ jff(x)dsz,

de unde rezultd lema. =

In general, dacd f are perioada 7, atunci

a+T T

[ feode =] fryde .

Definitia 4.1.2. Fie (,),.,, (B3,),s doud siruri de numere reale. Seria de functii

%+Z(an cosnx + f3, sin nx) (1)

n=1

se numeste serie trigonometricad de coeficienti a,, n=0, B, , n>0. Sumele partiale ale unei

astfel de serii de functii
oy, < :
7"’2(% cos kx + f3, sin kx)
k=1

se numesc polinoame trigonometrice.

Definitia 4.1.3. Fie functia f: R — R, periodica de perioada 27, continud pe

portiuni pe orice interval compact si fie

a, :%Jf(x)dx, a, =%J‘f(x)cosnxdx, b, =%If(x)sinnxdx, nzl1.

Atunci seria trigonometrica

“70 + (a, cos nx + b, sin nx) )

n=1

se numeste seria Fourier atasata functiei f ,1iar coeficientii a,, b, se numesc coeficientii

Fourier ai functiei f .



98 ECUATII DIFERENTIALE SI ECUATII CU DERIVATE PARTIALE CU APLICATII

Definitia 4.1.4. Functia f :[a,b] > R se numeste continuu diferentiabila pe portiuni
(sau neteda pe portiuni) pe [a,b]daca este derivabila pe [a,b] cu exceptia unui numar finit
de puncte i f” este continua pe [a,b] cu exceptia acestor puncte in care are limite laterale

finite.

Teorema 4.1.1. (Dirichlet). Fie f:R — R o functie periodica de perioada 21,
continuu diferentiabila pe portiuni pe orice interval compact [a,b] R . Atunci seria Fourier
(2) este convergenta pe R si avem

a7°+2(an cosnx +b, sinnx) = f(x—O)-;‘-f(x+O)’ Vxe R,
n=l1

unde

a, :lj'f(x)cosnxdx, neN, b, =l.|-f(x)sinnxdx, ne N".
T:, /2

Observatia 4.1.1. Daca, in plus, f* este continua pe R , avem

f(x)= %)+Z(an cosnx+b, sinnx), Vxe R.

n=l1

( f se dezvolta in serie Fourier pe R ).

Observatia 4.1.2. Daca functia f este pard, atunci b, =0, ne N". Daca functia f

este impard, atunci a, =0, ne N.

Exemplul 4.1.1. Sa se dezvolte in serie Fourier pe intervalul [-7z, 7] functia
f(x)=x".

Fie /" :R — R, functia obtinuti prin prelungirea prin periodicitate, cu perioada
T =2, afunctiei f . Deoarece functia este pard, coeficientii b, sunt nuli. Vom calcula

coeficientil a,. Avem:

szdxz ,
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T

T . oo
sin nx 2 .
J-xz cosnxdx = x° ——Ixsmnxdxz
- n - n—cx:
2 cosnx|” 1% 4r(-1)"
=——| - +— | cosnxdx :#, n=1.
n n I (e n
2 n
N . T 1 .
In consecinta a, =——, a, =4-u, b,=0, n=1,deci
’ 3 n’

2 o  1\"
x2:E—+4-Z( D -cosnx, Vxe [-m,7x].

Teorema 4.1.2. (Fejér). Fie f:R — R o functie continua, periodica de perioada

27,

5, =21+ (a, coskx +b, sinkx), ne N

n
k=1
si sumele Fejér de ordinul n,

Sy +Ss, +...+S *
Sl B L peN .

n

n

Atunci sirul de functii (0,), converge uniform la f pe R.

Teorema 4.1.3. (Weierstrass). Fie f:R — R o functie continud, periodica de

perioada 27t . Atunci pentru orice € >0 exista un polinom trigonometric T, astfel incat

<€.

||f_T£

Demonstratie. Fie m, € N astfel incat HGP -f H < &, pentru orice p =m,. Putem

alege 7, =0, ,unde o, este dat de Teorema lui Fejér. m
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Teorema 4.1.4. (Weierstrass). Daca functia f :[a,b] = R este continud, atunci

pentru orice € >0 exista un polinom algebric P, astfel incdt ||f — P‘g” <E.

Demonstratie. Pentru inceput, fie f :[0,27] > R o functie continua care satisface

f(0)= f(27m)si [ prelungirea prin periodicitate pe R a functiei f . Conform Teoremei

. e . . . A A &
4.1.3, pentru orice € >0 existd un polinom trigonometric 7, astfel Incat || f-T £|| < 5 cu

P
T, :%+Z(0{k coskx + 3, sinkx) .

k=1

Dezvoltand in serie functiile cos si sin, rezultd ca existd un rang m, astfel incat

me
k
T, —Zakx
k=1

£
<—.
2

Notand P.(x) = Za X", rezulti ci
k=1

|r=~.

Sa presupunem acum cd functia f nu mai satisface conditia f(0) = f(2x), deci

<E.

f(0)# f(2x) . Consideram functia continua
fO) - fQ@n)
27 '

Atunci g(0) = f(0), g(27) = f(0), deci g(0) = g(2x) . Conform celor de mai sus,

g:[0,27]-> R, gx)=f(x)+

pentru orice £ >0 existd un polinom P, astfel incat || g- P€|| <&, adicd

f0)-f(@2x)
27

f(x)+ x—P.(x)|<¢&, Vxe[0,27].

Notand Q. (x)=P.(x)— M}C , rezulta ca
V4

lr =0 <e.

In sfarsit, fie f :[a,b] = R o functie continua si

hi[027] = [ab],  h(t)=a+2=%.
27
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Evident, 4 este un homeomorfism. Consideram functia g:[0,27] > R,
g(t)= f(h()), Vte[0,2x]. Tindnd seama de cele de mai sus, rezulta ca pentru orice £ >0

existd un polinom P, astfel incat || g—P.

< &, adica
|f(h(1))—P.(1)| < €, Vte[0,27].
In consecinta,
[f(x)=P.(h7 (x))| < &, Vxe [a,b].
Notand Q, = P. oh™', rezulta cd

|7 -0

<€.nm

4.2. Serii Fourier generalizate

Fie (H,<-, >) un spatiu prehilbertian real si fie {e,,e,,...,e, ...} un sistem ortonor-
mal de elemente din H . Asadar avem:

1, dacdi=j
i

<e,e, >=0, = L
0, dacai#j

Fie x e H oarecare. Coeficientii Fourier (generalizati) ai lui x in raport cu sistemul

ortonormal {e,,e,,...,e,,...} se definesc astfel:
& =<x,e, >, neN, (1)

iar seria

2.5, 2)

se numeste seria Fourier atasata lui x in raport cu sistemul ortonormal {e,,e,,....e, ...} .

Teorema 4.2.1. <

xX— Zciei

i=

,Ve,eR,1<i<n.

n
X = z gz‘ei
i=1

n
1

Demonstratie. Intr-adevar:

n 2 n n
x—Zc[e[ =< x—Zcie[,x—chej >=
i=1 i=1 Jj=1
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n n n n
= ||x||2 —2) ¢+ ¢ =||x||2 +D (e, =& =28
P i—1 i_1 i—1

Asadar, avem

n
x— Zciei
i=1

Evident aceasta expresie este minima dacd ¢, =&, , 1 <i<n. Rezulta ca

n n
x—zg&iei x—Zcie[

i=1 i=1

o BRI ¥ o)

< ,Ve,eR,1<i<n. m

Corolarul 4.2.1. Daca &, ne N', sunt coeficientii Fourier ai lui x in raport cu

no

sistemul ortonormal {e, ,e,,...,e,,...} , atunci are loc inegalitatea lui Bessel:

A 4

Demonstratie. Din (3) rezulta ca

n 2 2 n 2
X—Zéef S”’C” _Zfi 5
i=1 i=l1

0<

deci

n
2.6 <

i=1

Facand n — oo, se obtine (4). =

Definitia 4.2.1. Sistemul ortonormal {e,} ., se numeste inchis daca Sp({e,},.,) este

dens in H , deci daca pentru orice x€ H si orice £ >0 exista c,c,,...,c, € R astfel incat

n
x— Z c,e;
i=1

<E&.

Teorema 4.2.2. Daca sistemul ortonormal {e,}, ., este inchis atunci are loc

identitatea lui Parseval:

=34 ©)
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Demonstratie. Este suficient sa aratam ca
2 g2
W< ©)
i=1
Fie £>0. Atunci existd ¢,,c,,...,c, € R, astfel incat

n
x— Z c,e;
i=1

Din (3) obtinem

n
x— Zciel.

i=1

<E&.

et >

2
= ||x||2 + Zn:(ci -¢) - ié‘z 2 ||x||2 _iéz .
i=1 i=1 i=1

Asadar
IGET N
i=1

Cum ¢ este arbitrar, facand n — oo, rezulta (6). =

Definitia 4.2.2. Un sistem ortonormal {e, } ., se numeste complet (total) daca orice
xe€ H care satisface &, =< x,e, >=0, pentru orice i€ N", coincide cu elementul nul din H ,

deci x=0, .
Teorema 4.2.3. Orice sistem ortonormal inchis este complet.

Demonstratie. Deoarece &, =0, Vie N, din egalitatea lui Parseval rezulti cd x=0,, .

Afirmatia reciproca nu este adevarata in general. Se poate ardta ca intr-un spatiu

Hilbert cele doud notiuni coincid.

Fie [a,b]c R . Vom nota cu C ([a,b]) spatiul vectorial al functiilor continue pe

portiuni pe [a,b] care satisfac
f(x) =%-[f(x—0)+f(x+0)], Vxe [a,b].

Evident C([a,b]) C 5([a,b]). Pe 5([a,b]) definim urmatorul produs scalar
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< f.g>= [ f(D)gx)dx, Vf,ge C(la,b)).

Intr-adevir, se verifica usor ca dacd f,g, f,, f, € C ([a,b]) , atunci:
< fit+tf,g>=<f.,g>+<f,,g>,
<of,g>=a<f,g> VaeR,
</f.g>=<g.f>,
<f,f>=0.

Vom ardta acum ca din < f, f >=0, rezultd cd f =0. Sa presupunem ca
b
j FA(x)dx=0.

Fie Ata=x,<x,<..<x_, <X, <..<Xx, =b odiviziune a intervalului [a,b], astfel
incat functia f este continua pe intervalul (x,_,x,). Consideram functiile
g :x_,x]>R,1<i<n,

f(x,,+0), dacax=x,,

g (x)=9/(x),  dacaxe(x,,x),

f(x,=0), dacd x = x,.

Functia g, este continud pe [x, ,,x;] s1 0= .[ [ (x)dx = .[ g’ (x)dx . In consecinta

Xi-1 Xi-1

g, (x)=0, Vxe[x,,,x;],deci f(x)=0, Vxe (x,_,,x;,), f(x,_,+0)=0, f(x,—0)=0.
Atunci pentru orice i,1<i<n—1,
1
f(xi)=5-[f(xi—0)+f(x1-+0)]=0-
Prin urmare f(x)=0, Vxe [a,b].

In concluzie, C ([a,b]) este un spatiu prehilbertian.

Fie acum spatiul prehilbertian H = C([-7, 7)) Sa consideram in acest spatiu sirul de
functii trigonometrice

1, cos x, sin x, cos 2x, sin 2x,..., COS 71x, SIn 1x,... . (7)
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Se deduc cu usurinta urmatoarele formule importante:

jl-dxzzyz, (8)
Jcosmxdsz, me N, 9)
Isinmxdsz, me N, (10)
2 0, dacam#n .

J.cosmx-cosnxdx: 5 , mne N | (11)
i 7, dacam=n

T . 0, dacim#n .

.[smmx-smnxdxz § , mne N, (12)
i 7, dacaim=n

Isinmx-cosnxdxzo, m,ne N (13)

/4

Sa dovedim, de exemplu, (11). Daca m # n, atunci din egalitatea
1
COS MX - COS X = 5 [cos(m + n)x + cos(m —n)x],

rezulta ca

T

-sin(m + n)x

}o.

j-cosmx cosnx dx —% l:

-sin(m —n)x
m+n n

-

De asemenea

T

=7.

J‘cos2 mxdle- I(l+c052mx)dx =l-(x+i-sin2mx)
b 2 2m

-

Din egalitatile (8)-(13), rezulta ca sirul (7) este un sistem ortogonal. Pe de alta parte,
cum || f || =./< f, f >, din aceste egalitati rezulta ca
||1|| = = ||sin nx” = \/; ,ne N".

In consecinta, sistemul de functii

1 1 1
CoS X, sin x, cos2x, ——sin 2x,...,—— COS nx, —Ssin nx,.... (14)
‘r r

N N L

este un sistem ortonormal de functii.
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Fie a,,b,, coeficientii Fourier din Teorema lui Dirichlet. Notdm cu

Co-C5dy,CyydysnCyd, s,

no

coeficientii Fourier generalizati in raport cu sistemul ortonormal (14). Atunci:

I S _ T
S _<f’m>_mif(x)dx \/; ay,

1
c, =< f,—=cosnx >=

Iz =

(x)cosmxdx =~z -a,, ne N,

d :<f,Lsinnx >=Ljf(x)sinnxdx=\/;'bn, ne N".
V7 =,

I

Inegalitatea lui Bessel devine
T > 2, 2 < T
S +7Y (al +b2)< jf (x)dx
n=1 -
sau
la§+i(az+bz)slffz(x)dx. (15)
2 =" " me

Se poate ardta cd sistemul trigonometric (14) este inchis. Rezulta ca are loc egalitatea

lui Parseval, adica

%a§+g(a§+bf)=%];fz(x)dx- (16)

Exemplul 4.2.1. In cazul functiei f:[-7,7] > R, f(x)=

-e", coeficientii
2shr

Fourier sunt

(_1)” n+l n *
a,=1,a = , b, =(-1 . ,ne N .
‘ " 1+’ D 1+ n?
Pe de alta parte
z *.chr
) xdx:ﬂ- c
-[[f( ) 2shrw

Din egalitatea lui Parseval obtinem

=1 wchr
+ = ,
,,Zzlll+n2 2shrw

N | =
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de unde rezulta ca

i 1 mwchrm—shr
= 1+n’ 2shr '

4.3. Serii Fourier pentru functii periodice de perioadda T =2I

Fie f:R — R o functie periodica de perioada 2/, continua pe portiuni, 2: R - R,
h(t) =L t s1g:R—>R, g=foh.Functia g este periodicd de perioada 27 .
/4

Intr-adevar
g(t+27) = f(h(t+2m))= f(it+21j = f(it) =g(t), Vte R.
T V4
Daca f este continuu diferentiabila pe portiuni pe orice interval compact din R,

atunci si g are aceasta proprietate. Daca, in plus, f este continud, din Teorema lui Dirichlet

rezulta ca

g() =204 (a, cosnt +b, sinnt), Vte R,

n=1

unde

a, :ljg(z)cosntdt, neN, b, =ljg(z‘)sinntdt, ne N,
z T,

/4 :
Cum ¢ = 7x, obtinem

f)=213(a, cos%ﬁbn sin%x), VxeR,

n=1

unde

1 !
a, :%-J-f(x)cos%xdm neN, b, :%-J‘f(x)sin%xdx, ne N".
- -1

Exemplul 4.3.1. Sa se dezvolte in serie Fourier pe intervalul (-/,/) functia f(x)=x.

Functia fiind impara, rezultd cd a, =0, ne N. Prin calcul, obtinem
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bn :2_1(_1)n+1.
nrw
Atunci
(_1 n+l

20 & . N«
x=—+) ——-sin—ux, xe (-,]).
V4 ,,Z::‘ n / L)

4.4. Forma complexa a seriilor Fourier

Fie dezvoltarea in serie Fourier a functiei f :

a = nrw . nw
flx)= 2+ Z(an cos—x+b, sin—x), Vxe R.
n=l1 l l
) T .
Fie w = 7 Din formulele lui Euler
inwx + e—inwx inwx _ e—inwx

cosnox=————, sinnwsz,
i

rezulta

) inwx —inwx s inwx s _—inwx
a e +e —le +1e
f(x)=?°+2[an- 5 +b, - > ]=

n=1

=@+i&;&em@i&§&@m.

n=1 n=1

S a a,—1b a,+1b .
Daca notam ¢, :70, c,=—" 2 =, c,=— > “, obtinem

fO)=Y e

Tinand seama de expresia coeficientilor Fourier a,,b, , rezulta ca
Ly 1 |
¢, =— j f(x)(cos nwx +isin nex)dx = — J' F(x)e" dx .
207, )
Asadar

1 l inwx
cnzz—l_jlf(x)e dx.
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4.5. Formula integrald a lui Fourier. Transformata Fourier

Definitia 4.4.1. O functie /' :R — C se numeste absolut integrabila daca J.| f (x)|dx

este convergenta.

Notim cu L'(R) spatiul vectorial al functiilor absolut integrabile pe R .

Functiile periodice care Indeplinesc conditiile Dirichlet si satisfac in plus conditia
(@)= Lf(x=0)+ f(x+0)], Vxe R,

se dezvolta 1n serie Fourier, adica

0= % 0o = 5 (1] rowa

n=—oc0
Functiile f* care nu sunt periodice dar satisfac anumite conditii se pot reprezenta ca o

integrald dubla.

Teorema 4.5.1. (Formula integrala a lui Fourier)

Fie f:R — C cu proprietatile:
(i) feL(R);
(1) f este continuu diferentiabila pe portiuni pe orice interval compact [a,b]C R ;

(iii) f(x):%[f(x—0)+f(x+0)], VreR.

Atunci

f(x)= éidui F()e"de .

Definitia 4.5.1. Fie f e L'(R), continuu diferentiabili pe portiuni pe orice interval
compact din R . Se numeste transformata Fourier a functiei f, functia F': R — C definita

astfel:
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1 % .
Fu)=— x)e " dx.
(u) m_jf()
Folosim si notatia 7 (f) = F .

Exemplul 4.5.1. Sa se afle transformata Fourier a functiei f:R > R, f(x)= e ,

a>0.

Transformata Fourier a functiei date va fi:

F(u)= o g g

Lfe
Vo -,

Pentru calculul integralei derivam in raport cu parametrul u . Avem:

F(u) = ﬁ [ (ine e dx.

Integrand prin parti, obtinem

=

I (e—axz )/e—iuxdx _

i

2a\2rx

F'(u)=

oo

—oco

i e—iux X e—ax2 +1I ue—iux . e—axzdx ,
2a\2r1 e

deci

F'(u)= - J- e e dy =L F(u).

2027 2. 2a

Atunci

u u 2

Fu)=C-e 2 =(C-.e 4,

Dar C = F(0) = o dx .

;Te
Vaz -,

Notand ¢ = var, obtinem
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F(0)=

! Te_'zdt.

N2ar ®

oo

: 1
Dar j e dt =+/rr, deci F(0)= .
A 2a

)

In final, rezulta

uZ
4a

F(u)=

1
e
\2a
. 1 .
Daca a = 5 obtinem

2

F(u)= e_%.

Daca f satisface conditiile Teoremei 4.5.1, atunci

_ L T R iu(x—t) — L R L R —iut iux
f(x)—zﬁ£du£f(t)e dr \/ﬂ[o(ﬂjf f(z)dt]e du

sau

“F(u)du .

_ T,
f(x)—mi

Aceasta este formula transformatei Fourier inversa.
Exemplul 4.5.2. Fic f:R >R, f(x)=e ", a>0. Transformata Fourier a acestei

/2 a
F(u): - 2 23
T a +u

iar transformata Fourier inversa va fi

functii va fi

_ 1 7. 2 a 2a ¢ cosux
ea‘x‘z—-J‘e”‘x- ——du=—|———=du.
27 T a +u T,a tu

—oo

Obtinem astfel urmatoarea identitate:
x| _2a 7 cosux
e =]

- 2 2
a +u

du, Vxe R.

5%
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Fie f o functie care satisface ipotezele Teoremei 4.5.1 si care, 1n plus, este parad. Din

formula integrala Fourier, rezulta:

1 K T iu(x—t
f(x):gldu_j;e( ) £(£)dt =

:L T dt(jf f(t)cosu(x—t)du+iT f(t)sinu(x—t)du)
2 s, \ 2, 4

Tinand seama ca integrantul din ultima integrald este o functie impara si folosind in

continuare acest argument, obtinem

f(x)= iidu:[of(t)(cosuxcosut+sinuxsin ut) dt =

= L jdu J‘f(t) cosuxcosutdt = chos uxdu.[f(t) cosutdt .
27 S S T 0 0

Transformata Fourier prin cosinus se defineste astfel

F (u)= \/% . Tf(t) cosutdt.

Daca functia f este impara, se poate defini transformata Fourier prin sinus astfel

F (u)= \/%-]if(t)sinutdl.

Daca functia f este pard, avem

f(x)= \/z . TE (u)cosuxdu ,
T 0

iar daca functia f este impara, avem

f(x)= \/ZTFQ (u)sinuxdu .
4 0

Exemplul 4.5.3. Sa se determine transformata Fourier prin cosinus a functiei

sin x

, dacaix#0
X

RS R, f(x)=

1, dacax=0
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Prin calcul direct, obtinem

Fc(u)=\/z~'[Lm-cosutdt ‘[{Sm(“—u)t Sln(l_u)t}dz‘
Tyt 2z g, 4

sin l

= ﬁ [1+sgn(l— |u|)] _([

In mod asemanator

1 |2 Tsin2t 1 Tsiny
F(x)=—,|=" dr = : dy.
(£1) 2\/;j t ==

Ty Y

ILmdt —, deci

\/E, daca |u| <1
2

1 1 & S
}Q(u)_Tﬂ-?[l+sgn(l—|u|)]_ E\E’ daca [u|=1.
0, dacé|u|>1

Daci f:[0,00) — C, atunci f se poate prelungi la o functie para (impara) pe R . In
acest caz, se poate vorbi atat de transformata Fourier prin cosinus cat si de transformata

Fourier prin sinus ale functiei f .

Exemplul 4.5.4. Sa se determine transformatele Fourier prin cosinus si sinus ale

functiei f:R >R, f(x)=e", x=0.

Functia /:R -> R, f(x)= e , este prelungirea prin paritate a functiei f', iar functia

/R->R, f (x)= e sgnx este prelungirea prin imparitate a functiei f . Atunci:

2
F (u)= \/7'[@ cosutdt = \/7 o
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F ()= ES e” sinutdt = 2. _u
* r r 1+u’
0

Transformata Fourier inversa conduce la egalitatile:

) =
__Jcosu;cdu =e ", xe€[0,00),
7T ool+u

E'Tusinuxdu_e_x x € [0,00)
Y 1+u’ ’ e

0
4.6. Proprietitile transformatei Fourier

Fie f,ge L'(R), doui functii continuu diferentiabile pe portiuni pe orice interval

compact din R . Transformata Fourier are urmatoarele proprietati:

1) Liniaritatea

T (of + fg) =T (f)+ fF (g), o, fe C.

2) Marginirea

|F(u)| < ﬁ j £ (0)]dr < oo

3) Fie h>0si f,(x) = f(x—h). Atunci

F(f)w) = - F(f)u).

Intr-adevar,

[T = [ 0= [ e=mar.

ﬁ\

Daca notam ¢ —h = x, rezulta

[7 (£,)]( j e e f(x)dx =e " F(u).

ﬁ\
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4) Fie g,(x)=€" - f(x). Atunci

7 (g)u)=F(u—h),
unde F este transformata Fourier a functiei f .
5) Daca ‘l‘im f(x)=0, atunci
T (fP) W) = (iu) F(u).

Intr-adevir, cum F(u) = “dt , obtinem

| =

E_J;f(f)e

Gu)= R e ™. f(t)dt .
N

Integrand prin parti, rezulta

Gu)= ﬁ‘(e_mf(f)rm +iu ]i e_i“tf(t)dt] =iuF(u).

Asadar
F (f')(u) = G(u) =iuF (u).

6) Convolutia a doud functii se defineste astfel:

(F*e)n = [ /(g -xdx, te R,

Atunci

F(f*Q) =27 T ()T (2).

Intr-adevir, notind cu F, =<7 (f) sicu F,=c7%(g), avem:

oo

= [ /() dx j e(y) dy.

—oo

F(u)-F,(u) =

ﬁ\

Fie t =x+ y. Atunci

R Fyw) = [ de [ € f(x)g(e-) di=
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ﬁ e_i”’[ j f(x)g(t—x)dt]dxz

—oo

i
3

[ -
mo/(f g)u).

Prin urmare

T (f * @)u) = F(u) F,(u) V27 .



CAPITOLUL 5

ECUATII CU DERIVATE PARTIALE DE ORDINUL AL DOILEA

5.1. Clasificarea ecuatiilor cu derivate partiale cvasiliniare de

ordinul al doilea

Formularea matematica a unor probleme fizice conduce la ecuatii cu derivate partiale
de ordinul al doilea. Multe astfel de ecuatii intdlnite in fizica si tehnicad sunt ecuatii liniare in
raport cu functia necunoscuta si derivatele partiale ale acesteia sau pot fi aduse la aceasta
forma in urma unor aproximatii convenabile. In acest capitol ne vom ocupa de ecuatii cu

derivate partiale de ordinul al doilea pentru functii de doua variabile.

Definitia 5.1.1. Fie Q c R* o multime deschisi. Se numeste ecuatie cvasiliniard de

ordinul al doilea o ecuatie cu derivate partiale de forma

d’u 82u d’u ou du
A 2B 5 N4 D a U, 05 1
(x, y) —— +2B(x,y) == o5y C(x,») P + ( P ay] (1)

unde (x,y)e Q, A°+B*+C* #0 pe Q, 4,B,C sunt functii continue pe Q, iar functia D

este continui pe Q. Necunoscuta este functia ue ¢ (Q).

Vom incepe cu clasificarea acestor ecuatii. In acest scop vom determina formulele de

transformare a coeficientilor ecuatiei (1) la o schimbare a variabilelor independente x, y .
Fie ©Q,Q, R’ multimi deschise si fie F: Q — Q,, definita astfel:
F(x,p)=(E(x,0)n(x, 1)), V(x,») e Q,

cu proprietatile:

a) F este bijectiva;
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b) Fe ¢ (Q);
9 9g
ox dy
c) detJ.(x,y)= (x,)#0, V(x,y)e Q
In oIn
ox dy

Fie acum functia v=uo F':Q, — R. Atunci u =vo F, deci

u(x, y) = V(€6 ). 0(x, ). (2)
Cu aceastd schimbare de variabile, ecuatia (1) se va transforma intr-o noua ecuatie cu
derivate partiale pentru functia v. Reamintim formulele de derivare a functiilor compuse

invatate la cursul de Analizd matematica:

du _dv 9&  dv Iy

ox oF ox on ox’
du _dv aa; av dn

ay A8 877 dy’

Q’u _ (gj L, O 9¢ an 9 (@f 0’ v 97
n’ agz 0con ax ox op? \ax) of o' on o

O'u _ 0% of 9, 9% (ag on , 3¢ an]+azv on on v 9’5 v 9

on® ox dy 8{,’ dxdy 877 oxdy

oxdy 8{,’2 ox dy 85877

ox dy ay ox

azu_azv_(agfu v 3¢ am, azv(a_nj2+ 0, O

ERE ofam ay o ) 9 ot an
Inlocuind in (1), obtinem
AED- 22 2B Em 2 C e W20, )
852 dg an P
unde
2
A'=4 [agj +25.9¢.9% 0|9 , 4
ox ox dy dy
B*:A-%-a—n+3- %8_774_%8_” +C.%.a_n’ (5)
ox ox ox dy dy ox dy dy
2 2
c*=A-[a—’7j +2B.a—’7.a—’7+c- n . (6)
ox ox dy dy

Se constata ca
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% %l

N2 *. o 2 . ax ay
(B')! —A"-C" =(B* - AC) o on
ox dy

A . o e . . .. . * ® *
Asadar, in urma schimbirii de variabile, expresiile B> —A4-C si (B’ -4 -C
pastreaza acelasi semn sau sunt in acelasi timp nule. In consecintd, ecuatiile cu derivate

partiale de ordinul al doilea cvasiliniare se clasifica in modul urmaétor.

Definitia 5.1.2. Dacid B’ - A4-C >0, ecuatia se numeste de tip hiperbolic, daci
B> —A4-C=0, ecuatia se numeste de tip parabolic, iar daci B> — A-C <0, ecuatia se

numeste de tip eliptic.

Mentionam ca terminologia aceasta este pur conventionala.
Subliniem ca aceasta clasificare depinde de punctul (x, y), deoarece semnul expresiei
B> — 4-C depinde de punctul (x,y)e Q. Prin urmare, ecuatia (1) poate si nu aiba acelasi tip

pe intreg domeniul Q.

Exemplul 5.1.1. Ecuatia lui Tricomi
’u  du
yozt57=0,
ox~  dy
este de tip mixt. Dacd y <0 ecuatia este de tip hiperbolic, daca y >0 este de tip eliptic, iar
dacd y =0 ecuatia este de tip parabolic. Aceastd ecuatie apare In aerodinamicd. Domeniul

hiperbolic (y <0) corespunde miscarii subsonice, iar domeniul eliptic (y >0) descrie

migcarea supersonica.

Definitia 5.1.3. Se numeste curba caracteristica a ecuatiei (1), orice curba pland de
clasia 7", nesingulard, T < Q, de ecuatie ¢(x,y) =0, care satisface ecuatia

2 2
A[a—(pj +2B_8_(p_a_(p+c_ a—¢ =0. (7)
ox ox dy dy
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Fie M(x,,y,) un punct fixat al curbei caracteristiceI'. Curba fiind nesingulara,
. 0p . e .
putem presupune ca a—(xo, ¥,) # 0. Conform teoremei functiilor implicite, in vecindtatea
y

punctului M, curba are ecuatia y = y(x). Din relatia ¢(x, y(x)) =0, rezultd ca

0 a(p‘ () =0

— — = N 8

8x+8y r ®
deci

dp__9¢

o dy Y.

Inlocuind in (7), obtinem
Ay (x)=2B-y'(x)+C=0. 9)

Aceasta este ecuatia diferentiald a curbelor caracteristice ale ecuatiei (1).

Observatia 5.1.1. Coeficientii 4, B, C ai ecuatiei (1) nu sunt simultan nuli. Putem
presupune ci A # 0. Intr-adevir, daci 4=0 si C# 0, schimband x cu y obtinem o ecuatie
incare A#0.Dacd 4=C =0, atunci B # 0, schimbarea de variabile x'=x+y, y'=x-y
conducandu-ne la o ecuatie cu 4# 0. De fapt, in acest ultim caz, dupa cum se va vedea

ulterior, ecuatia (1) are deja forma canonicd, deci nu mai este necesara nici o schimbare de

variabile.

Asadar, ecuatia (9) este o ecuatie de gradul al doilea in y’(x). Fie

Y'(x) = Ax, ) (10)

o solutie a ecuatiei (9) si @(x,y)=C solutia generala a ecuatiei diferentiale (10). In ipoteza

.0
ca —(p;tO,avem

dy
9

J«m=—§g=ﬁwmy

dy
Tinand seama ca A verifica ecuatia (9), deducem ca

2 2
A(a—(pj +2B‘8_(p.8_(p+c. 99 =0,
ox ox dy dy
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deci ¢(x,y) = C este o curba caracteristica a ecuatiei (1).

5.1.1. Ecuatii de tip hiperbolic

In acest caz, din ecuatia (8) rezulti

) = B+~B* - AC

A

(11)

si

, B-+B*-4C

y (12)

Fie curbele caracteristice ¢, (x,y)=C, si @,(x,y)=C,, solutii ale ecuatiilor

diferentiale (11) respectiv (12). Cu schimbarea de variabila

{5=(ﬂ1(xay)
U:(Dz(an’)’
rezulti cd 4" = C" =0, deci ecuatia (3) devine
. v . dv ov
ZB 5 : D olfo Ve 2o :()9
(/) aggan+ ((3%/A% FE 6)77)
care se mai scrie sub forma
v " dv odv
D ¢&,nv,—,—)=0. 13
agaf (fﬂvaf 877) (13)

Aceasta este forma canonica a ecuatiilor cu derivate partiale de tip hiperbolic.

Exemplul 5.1.1.1. S& se reduca la forma canonicd urmdtoarea ecuatie cu derivate
partiale
2 d’u

d’u
w VTl

In acest caz A(x,y)=x>, B(x,y)=0, C(x,y)=—y". Avem B>’ -A4-C=x"y" >0,
deci ecuatia este de tip hiperbolic in orice domeniu care nu intersecteaza axele de coordonate.
Conform (9), ecuatia diferentiala a curbelor caracteristice este

x*y?(x)—-y* =0.
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Rezolvand aceasta ecuatie, obtinem y':Z s y':—l, care prin integrare dau
X X

xy=C, R C, . Facem schimbarea de variabile
X

§=xy
n=2"
x
Obtinem
Ju v Y, ov ou ov 1 ov

2 + .
ox’ 7 o087 x> ofan x* o X of
Pu_ v, v 1Py

a8 Tokon & o

In consecinta, forma canonicd a ecuatiei este

o’ 1 ov

Exemplul 5.1.1.2. Sa se afle solutia ecuatiei cu derivate partiale

o’u 49 o’u 3. o’u

: - =0,
ox’ oxdy dy’

care satisface conditiile u(x,0) =3x>, g—u(x, 0)=0.
v

Mai intdi, determindm forma canonica a ecuatiei cu derivate partiale. Conform (9),
ecuatia diferentiald a curbelor caracteristice este
¥ (x) =2y (x)-3=0,
de unde obtinem »'=3, »’'=-1. Integrand, rezulta 3x—-y=C,, x+y=C,. Facem
schimbarea de variabile
§=3x-y
{n=x+y'

Obtinem
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sau

generald a ecuatiei cu derivate partiale data este

Ju
dy

—%q0(3x) +w(x)=C. Cum @(3x)+y(x)=3x", prin scidere rezultd ci ¢(3x)= %xz —% C,

deci ¢(x) = %xz —%C . Totodata y(x) = %xz +%C. In consecinti, solutia ecuatiei cu derivate

Conditia u(x,0) =3x"

au_38v dv du  ov

ov

a g W ek Tan

o’u 982\/ 6 o*v o*v

ou

o*v

v 9%

o 9f Cokan om’ axdy

o’u _ o*v s o*v N o*v
> 9F ofon ont

Atunci, forma canonica a ecuatiei este

o*v _
950N

d( dv
ﬁ(%}"

0,

u(x,y)=9Gx—y)+y(x+y).

partiale, cu conditiile specificate, este

u(x,y)=pBx—y)+y(x+y)=3x"+)".

852 +2

5.1.2. Ecuatii de tip parabolic

In acest caz AC = B*. Ecuatia (8) are o singura solutie

3 on o

Rezulta ca aa—v =y,(17). Prin integrare, obtinem ca v(&,n) = (&) +w (1), deci solutia
n

conduce la egalitatea @(3x)+w(x)=3x", iar conditia

—(x,0) =0 conduce la egalitatea —¢’(3x)+w’(x) =0. Din aceasta ultima egalitate, obtinem
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Obtinem o singura familie de curbe caracteristice ¢(x,y)=C, care va satisface

ecuatia

. . . 14
ox ay (19
Daca B #0 (altfel, ecuatia (1) are deja forma canonicd), inmultim ecuatia (14) cu C,

tinem seama ci AC = B’ si impartim cu B . Obtinem, astfel, ecuatia echivalenti

592,092

=0. 15
ox dy (15)
In continuare, facem schimbarea de variabile
{é‘ =px.y) (16)
n="h(x,y)

unde / este arbitrar astfel incat —D(é:’ )

# 0. Alegem functia /4 cat mai simpla, de regulad
D(x,y)

n=x sau n=y. Folosind (14) si tinind seama ci AC = B>, rezulti ci ¢ satisface (7), deci

A" =0, conform (4). Pe de alti parte, din (14), (15) si (16) deducem ci
B =425 45.99).91, (595, 09591 _
ox dy~ ox ax ay ay

Asadar, in cazul parabolic, ecuatia (3) devine

av v
ol —,—)=
&.n- a«; a77)
sau inca
v = ov v
D 7 b ) 0' 17
3772+ &.m 9 I —)= (17)

Aceasta este forma canonica a ecuatiilor cu derivate partiale de tip parabolic.

Exemplul 5.1.2.1. Sa se reduca la forma canonica si sa se gaseasca solutia generald a
ecuatiei cu derivate partiale

2. i—Z ou 2'8214 ou ou _

ox’ oxdy 4 oy’ .gﬂ_ B

Cum B’ - A-C =0, ecuatia este de tip parabolic. Din ecuatia caracteristicilor rezulti

(x)= —Z, care prin integrare conduce la In xy = C . In urma schimbarii de variabile
X
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{é"=xy
n=y’

ou  dv 0 ov du _ dv lav o’u

obtinem

w YT T wm o
o’u :x.azv+ ' v +Q
xay Do Y ogan oz
du , v ) v d%v

—= +2x- + :
o E Tagan o

Forma canonicd a ecuatiei este
v 1 ov
—+——=0.
on° 1 on

Aceastd ecuatie se mai scrie sub forma

on\" o)

de unde rezulta ca

v

77‘%=(P(§)
sau

av_l.

Fyien @S-

Prin integrare obtinem

V(&) =p)-Inn+y(&).

Prin urmare, solutia generala a ecuatiei este

u(x,y) = @(xy)-Iny+y(xy).
5.1.3. Ecuatii de tip eliptic

Suntem in cazul B* — 4-C < 0. Din (9) obtinem

2
, _B, .NAC-B

Vi y y

si mai departe, prin integrare:

2

v

e
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{%(x,y)ﬁ%(x,y):Cl
@1(xay)_i¢’z(x>y) :CZ

Vom face schimbarea de variabile
{05 =@ (x, ) +ig,(x, )
/B = ¢1(x’y)_i¢2(xvy)
Ca si in cazul hiperbolic, calculul formal conduce la

o’y - dv ov
——+D LB, v,—,—)=0. 18
Y R by (18)

Consideram o noud schimbare de variabile
1
S=—(a+p)
2
n=ta-p
2i
Fie G(a, B)=(&(e, B),n(e, ), Y(er, B)e @, st w=voG™'. Atunci

v, B)=w(&(a, B).n(e. B)),

deci
1w 1w
dae 2 9 2i an
dv 1 ow 1 ow

9%y 1 (0°w 9w
_1 _ 19
9 f 4(a§2+an2j (19)

Inlocuind (19) in (18), deducem ci forma canonica a ecuatiei (1) in cazul eliptic este

3w ’w  ~ ow ow
D —,— |=0. 20
a§2+a7]2+ (f’n’w,aé,aﬂ] ( )

Exemplul 5.1.3.1. S& se reduca la forma canonica urmatoarea ecuatie cu derivate

partiale

2 2 2
au+4- ou +5-au+a—u+2‘a—u=0.
ox’ 0xdy dy’  ox dy
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Observim c¢d B’ -A4-C=-1, deci ecuatia este de tip eliptic. Din ecuatia
caracteristicilor rezultd y’(x) = 2 +1, care prin integrare conduce la y(x) =2 +1)x+C.
Facem schimbarea de variabile
g=2x—y
{ﬂ=x |
Atunci
au_zaw ow ou  ow

P T A
o’u _ 82w+4 o*w +82w o’u _ azw_ o*w azu:azw
ox* 082 9ofon on’’  oxdy 08 9fon’ 9t 9E

Inlocuind in ecuatia cu derivate partiald datd, rezultd cd forma canonicd a acestei

ecuatii este

82w+82w+8_w:
o0& on® aIn

5.2. Ecuatia coardei vibrante

Ecuatia coardei vibrante este o ecuatie de tip hiperbolic, reprezentativa pentru aceasta
clasa de ecuatii.

In teoria elasticititii prin coardd se intelege un fir flexibil tensionat. Vom considera
vibratiile (oscilatiile) mici transversale ale coardei in planul xOu, in jurul pozitiei de
echilibru, care coincide cu axa Ox . In figura 1 este reprezentat graficul coardei la momentul

t.

x+Ax X
Fig. 1
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Vom nota cu u(x,t) abaterea relativda a unui punct al coardei fatd de pozitia de

.....

momentul ¢ are aceeasi directie cu tangenta la coarda in punctul x. Deoarece vibratiile sunt

mici, conform legii lui Hooke, putem presupune ca marimea tensiunii va ramane constanta,

independentda de ¢ si x, deci Hf(x, t)HzT . Sa consideram acum un element al coardei,

corespunzator intervalului [x,x+Ax]. Fie M =u(x,t), N =u(x+Ax,t). De asemenea, fie
F(x,t)-Ax proiectia pe axa Ox a fortei externe care actioneazd la momentul ¢ asupra
intervalului [x,x+ Ax]. Dacd p(x) este densitatea liniard de masd, masa elementului MN al
coardei este p(x)-Ax. Vom presupune coarda omogend, adica densitatea este constantd, deci
p(x)=p=const.. Sd notam cu ¢ si @+ A@ unghiurile facute de tangentele la coarda in

punctele M respectiv N, cu axa Ox. Deoarece vibratiile sunt presupuse ,,mici”, rezultd ca

@ este ,,mic”, deci putem aproxima

) 0
smq):rgqp:a—Z(x,r). (1)

Asupra intervalului [x, x4+ Ax] actioneaza o forta datorita tensiunii si forta externa.

Conform legii a doua a lui Newton, suma acestor forte este egald cu produsul dintre

masa §i acceleratie. Proiectia acestei relatii vectoriale pe axa Ou este
. : ’u
T-s1n((p+A(p)—T-s1n¢)+F(x,t)-Ax=p-Ax-87(x,t). (2)

Tinand seama de (1), rezulta ca
T-sin(p+A@)—T-sinp=T-(tg(p+Ap)—igp) =
d’u

(o)A, 3)

:T-[a—u(x+Ax,t)—a—u
ox ox

(x, t)] =T
Inlocuind (3) in (2) si simplificand cu Ax, deducem
0’u d’u
—=T-—+F(x,1). 4
Pan 7 (x,1) 4
Aceasta este ecuatia micilor vibratii transversale ale coardei. Daca F =0, vibratiile
sunt /ibere, iar In cazul F' # 0 vibratiile sunt fortate.

F(x,1)

T . . . .
Notand a* = ; si f(x,t)= , ecuatia (4) se mai poate scrie sub forma
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0’u 0’u
—=a—+f(x0). Q)

ot ox
Ecuatia (5) se intdlneste si in probleme de propagarea undelor (acustice, optice,
electromagnetice) cand constanta g’ are alte semnificatii fizice. De aceea, ecuatia (5) se mai

numeste si ecuatia unidimensionala a undelor.
5.2.1. Ecuatia coardei vibrante infinite libere
Prin coarda infinita se intelege o coarda foarte lunga astfel incat vibratiile la capete nu

influenteaza sau influenteaza putin comportarea punctelor dintr-o portiune a coardei departata

de extremitati. In absenta unor forte exterioare coardei, functia (x,¢) — u(x,?) verificd ecuatia

du  , du
— =t 1
at2 a ax2 ( )
cu conditiile initiale
u(x,0) = f(x)
Vxe R. (2)

X (00 = ()

Conditiile initiale (2) indica starea 1n care se afld coarda la momentul initial, precum si

viteza fiecarui punct al coardei la acelasi moment. Vom presupune ca functia f este de clasa
%@, iar functia g este de clasi ¢ pe R.
Se pune problema determinarii functiei u: Rx[0,0) — R, care verifica ecuatia (1) si
conditiile initiale (2). O astfel de problema se numeste problema Cauchy sau problema cu
Vom aduce mai Intdi ecuatia (1) la forma canonica. Ecuatia diferentiala a curbelor

caracteristice este

2
(%j —a’ =0,
dr

care conduce la ecuatiile diferentiale

dx dx
—=a, —_—=
dt dt

—a.

Solutiile generale ale acestor ecuatii sunt, respectiv,

x—at=C,, x+at=C,.



130 ECUATII DIFERENTIALE SI ECUATI CU DERIVATE PARTIALE CU APLICATI

Facem schimbarea de variabile

{fzx—at

77=x+at'
Obtinem:
ou v v
_:_a._+a._,
ot o& on
w_ov o
ox of on’
du_ , o I , 0%

a

o e agan T o

’u 9d*v % 0%y
== +2 +—.
ox® d& o dn aIn

Inlocuind in ecuatia (1), rezulta forma canonici a acestei ecuatii:
v 0
agon

care se mai scrie sub forma

0 ( dv
ﬁ(%]:"

Integrand de doua ori, obtinem succesiv

ov

$=l//(77),

v(G,m=2)+¥ ),

unde @ si W sunt functii arbitrare de o variabila, de clasd ¢ .

Solutia generald a ecuatiei (1) este
u(x,t)=®d(x—at)+¥Y(x+at). 3)

Functiile u,(x,t)=®P(x—at) si u,(x,t)=¥(x+at) reprezintd miscari ale coardei,
care pot fi descrise ca unde care se deplaseaza spre stdnga si respectiv spre dreapta cu viteza
a.

Solutia generald a ecuatiei (1) este superpozitia acestor unde.

Ecuatia (1) nu determina migcarea coardei in mod univoc. Din acest motiv am addugat
conditiile initiale. Asadar, vom determina functiile ® si ¥ astfel incat functia u s verifice

conditiile initiale (2). Deoarece
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u(x,0) = ®(x)+¥(x)
aa_Ltl(x, 0)=—a - ®'(x)+a-¥'(x),

din (2) rezulta ca
O(x)+¥(x) = f(x)
—a- D' (x)+a-V'(x)=g(x)

Dacd x,e R este un punct arbitrar fixat, din a doua egalitate rezulta:
D(x)— ¥ (x) = - [g(z)dz+C.
a

Se obtine astfel sistemul:
O (x)+ ¥ (x) = f(x)

D(x)—W(x) = - [g)dz+C
a
a carui solutie este

D)= ()= [ g+

PO = S+ [ e

Prin urmare

u(x,t)=d(x—at)+¥Y(x+at) =%-f(x—at)—i-x].mg(z)dz+

RY)

x+at

1 1
4o fGoran+—— [ g(2)dz.

Xo

Asadar, solutia ecuatiei (1) cu conditiile initiale (2) este:

x+at

u(x,t)z%-[f(x—at)+ f(x+at)]+i~ [ 2(z)dz. (4)

Formula (4) care rezolva problema (1)-(2) se numeste formula lui D Alembert, iar

metoda folosita se numeste metoda schimbarii variabilelor.

Observatia 5.2.1. Sa considerdm cazul particular al coardei nelimitatd in ambele

sensuri, satisfacand conditiile initiale:
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u(x,0)= f(x), Vxe R,
unde f(x)#0,daca xe[ea, ], f(x)=0,daca x¢ [a, #] (fig. 2) si

a—u(x,O):O, VxeR.
ot

Presupunem ca functia f este derivabila de douad ori pe R.

Procedand ca mai sus, solutia problemei este
u(x,t) :%‘[f(x—at)+f(x+at)].

Aceasta formula se poate interpreta in modul urmator.

La un moment ¢, graficele functiilor f(x—at) si f(x+at) se obtin din graficul

functiei f* prin translatii in directia axei Ox, prima in sensul axei Ox, a doua in sens opus.

S (x) u(x,1)

N ANEEEYAW

o—at p—atlo a+at B+at  x

a 0 B X

Fig. 2 Fig. 3

Asadar, f(x—at)#0, daca oa+at<x<f+at si f(x+at)#0, daca
o—at < x< f—at, deci graficul functiei u(x,?) este cel din fig. 3.

S& presupunem cd un observator este plasat la momentul #=0 in punctul x, si se
deplaseaza pe axa Ox in sensul pozitiv cu viteza a, adica abscisa lui la momentul ¢ va fi
X=x,+at sau x—at=x,. Pentru acest observator contributia termenului f(x—at) in
deplasarea u a coardei rdmane mereu aceeasi si anume egald cu f(x,); avem deci o

propagare a deplasrii, care se numeste propagarea undei directe. In acelasi mod se arati ca
termenul f(x+at) corespunde unei propagari in sensul opus pe Ox, cu aceeasi vitezd a,
care corespunde undei inverse.

Prin urmare, vibratiile transversale ale coardei apar ca rezultante ale unor propagari de

unde, una directa si una inversa cu aceeasi viteza a.
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5.2.2. Coarda vibranta libera cu capete fixe

Problema matematica la care conduce studiul vibratiilor libere ale unei coarde finite,
de lungime /, cu capete fixe, se poate formula in modul urmator.

Sé se determine solutia ecuatiei cu derivate partiale

du , du

g e 1

ot’ ox’ )
cu conditiile la limita

u(0,0) =u(l,t) =0, Vi€ [0,00) )
si conditiile initiale

u
U(X,O):f(X), E(xao)zg(x)’ Vxe [Oal] (3)

Conform conditiilor la limita (2), capetele coardei sunt fixe. Conditiile initiale (3)
indica starea 1n care se afld coarda la momentul initial de timp, precum si viteza fiecarui punct
al coardei la acelasi moment. Functiile f* si g sunt date si sunt presupuse nenule si de clasa
%" pe [0,1]. Din (2) si (3) rezultd ci functiile f si g trebuie si satisfaci egalititile

fO)=/(1)=0, g(0)=g()=0.

Pentru rezolvarea problemei enuntate vom folosi metoda separarii variabilelor a lui
Fourier. Aceasta metoda este insotita de principiul suprapunerii efectelor.

Pentru inceput cautdm solutii ale ecuatiei (1) de forma

u(x,t)y=X(x)-T(). 4)

Tinand seama de (2), rezulta:

X(0)-T(t)=0
X()-T@t)=0"

pentru orice ¢ > 0. Atunci
XO0)=Xx(0)=0, (5)
deoarece in caz contrar ar rezulta 7'(¢)=0, pentru orice ¢>0, deci u(x,t)=0, ceea ce

contravine conditiilor initiale.

Punand conditia ca functia u data de (4) sa verifice ecuatia (1), obtinem

X(x)-T"(t)=a - X"(x)-T(t), Vxe[0,1], Vte[0,00).
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sau

X”(x) :%.T”(l‘) : Vye [O,l], Yte [0,00).
X(x) a T

O functie de ¢ coincide cu o functie de x numai dacd ambele sunt egale cu o aceeasi
constanta reald, pe care o vom nota cu 4. Asadar
X' _ 1 T'0_
X(x) a T@)

Obtinem astfel doud ecuatii diferentiale:
X"(x)-A-X(x)=0, (6)
T"(t)—Aa’ -T(t)=0. (7)
Vom arita ci ecuatia (6) are solutii nenule numai daci A<0. Intr-adevar, ecuatia
caracteristicd a ecuatiei diferentiale (6) este 7 —A=0. Dacd A>0, aceastd ecuatie are
radacinile 7 = JA si r = —J4, deci solutia generala a ecuatiei (6) va fi
X(x)=C, eV +C, e
Conditiile (5) conduc la C,=C,=0, deci X(x)=0, Vxe(0,/). In consecinti,
u(x,t)=0, o astfel de solutie neavand sens fizic. Daca 4 =0, atunci X(x)=C,-x+C,. Din
nou, folosind conditiile (5) rezulta ca u(x,¢) =0, solutie neacceptabila.
Prin urmare, rezulti ¢ 4 <0. Fie A=—u", 1 >0. Solutia generald a ecuatiei (6) va
fi
X(x)=C, -cosux+C, -sin ux. (8)
Din (5) obtinem C, =X(0)=0 si C,-sinul/=X(/)=0. Cum C, #0, pentru ca altfel
am ajunge din nou la solutia nuld, deducem ca sinu/ =0, deci ul=nx, ne N". In final,

rezultd ca ecuatia (6) are o infinitate de solutii

. NI .

X, (x)=C, -sme, ne N .
- . nrw . . . 9
Inlocuind u = =7 in ecuatia (7), obtinem solutia generala:

T (t)=D, ‘cosn%+En -sinn%, ne N,

unde D, si F, sunt constante arbitrare.
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In sfarsit, daca notim 4,=C,-D,, B,=C,-E,, obtinem solutia ecuatiei (1) cu

conditiile la limita (2) :

un(x,t)=Xn(x)-Tn(t)=(An -cosn%t+Bn -sinn%t]-sinn%x, ne N,

Aplicam principiul suprapunerii efectelor care afirma ca, daca seria Zun (x,t) este

n=1

convergentd, atunci suma sa u(x,t) = Zun (x,t) este, de asemenea, solutie pentru problema
n=1
(1)-(2). Vom presupune, in plus, cd aceasta serie este si derivabild termen cu termen de doua
ori in raport cu x respectiv ¢. Conform principiului suprapunerii efectelor, rezulta ca functia
- za . Ta . T
u(x,t)zZ(An-cosn7t+Bn-smnTt]-smn?x 9)
n=1

satisface ecuatia (1) si conditiile la limitd (2). Ramane sa determindm constantele A4 si B,

din conditiile initiale (3). Din aceste conditii rezulta ca
< .
f()=u(x,00=)_4, ‘sinnox.
n=1

Prelungind prin imparitate functia f:[0,/]— R pe intervalul [-/,0] si dezvoltind

aceastd prelungire in serie de sinusi, obtinem

4 =

n

% f(x)sinn%x dx, ne N". (10)

© — ~

Pe de alta parte
a—M(x,t) =E-Zn(—AM -sinnﬂt+Bn -cosnﬂtj-sinnfx,
ot [ ) ) [

deci, folosind (3), rezulta ca

Ta

_du o
g(x)= Ey (x,0)==

- .
Zan-s1nn7x.

n=l1

Procedand ca si in cazul functiei f, gadsim

NLCIP
/ /

g(x)sinn%x dx, ne N',

© — )

deci
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2
nra

B

n

/
Ig(x)sinn%x dx, ne N". (11)

0
Se poate arita ci, dacd f,ge # ', atunci seria (13) in care coeficientii 4, si B, au
expresiile (10) si (11), este uniform convergenta pe [0,/], deci derivabila termen cu termen pe
acest interval.
Asadar, solutia problemei (1)-(3) este furnizatd de (9), unde A4, si B, dati de (10)

respectiv (11). Mai mult se poate demonstra unicitatea solutiei.

Observatia 5.2.2. Fiecare termen al seriei (9), adica functia
u,(x,t)= (An -cosn%t+Bn -sinn%t}-sinn%x, ne N,
descrie una din miscarile simple posibile ale coardei fixate in punctele 0 si /, numite oscilatii
proprii ale coardei. Fie @, = n%. Oscilatia unui punct al coardei in migcarea descrisd de u,

are perioada principala

2 2
2w 2
w na

n

deci este independenta de x, fiind aceeasi pentru toate punctele coardei. Amplitudinea acestei

oscilatii este
JA: +B -

. e A o o : - A . T
si este variabild, depinzand de x. Amplitudinea maxima se realizeaza cand sin n7x =+1.

. w
SIHTZTX

3/

Astfel de puncte existd. De exemplu, daca n=1, x :é; daca n=2, x :é, é, "

etc. Amplitudinea maximi /4> + B’ se numeste amplitudinea vibratiei coardei. Iniltimea

sunetului este cu atat mai mare cu cat perioada este mai mica, iar intensitatea sunetului este
direct proportionald cu amplitudinea. Fiecare vibratie a coardei corespunde unui ton simplu.
Sunetul emis de o coardad vibranta este o suprapunere de tonuri simple. Tonul fundamental
este tonul de intensitate maxima, deci cel care are amplitudinea maxima si acesta este tonul

care corespunde solutiei u,(x,¢). Celelalte tonuri de intensitate mai mica si de inaltime mai

mare se suprapun peste tonul fundamental crednd ceea ce numim timbrul sunetului.
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Exemplul 5.2.2.1. Sa se determine solutia ecuatiei

du , du

a
cu conditiile la limita

u(0,t)=u(l,t)=0, Vte[0,)
si conditiile initiale

u(x,0)=hx(l-x), g—?(x,0)=0, Vxe[0,1].

Tinand seama de (13), solutia problemei este
u(x,t)= Z(An -cosn%t+Bn -sinn%t}-sinn%x .
n=1
In acest caz, in conditia (3) avem g(x) =0, deci B, =0, Vne N, Atunci

- na . T
u(x,t)=>» A -cosn—t-sinn—x,
n l Z

n=1

deci

he(l—x)=u(x,0)= " 4, -sinn%x.

n=1

In consecinta,
2 l
=7j hx(l - x)smn T xdx.
0
Obtinem

4, =0, Vme N’

8I°h

=— >  _ VmeN.
B em1)

Asadar, solutia ecuatiei este

8h & 1 ra . z
) = . . 2m+1)—t-sin(2m+1)—x.
u(x,t) p ;(2m+l)3 cos(2m+1) ; sin(2m )Zx

5.2.3. Ecuatia neomogenda a coardei vibrante
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Aceastd ecuatie descrie micile vibratii fortate (intretinute).

du _ , du
o o
cu conditiile la limita

u(0,0)=u(l,t)=0, Vte[0,00)

—+ F(x,t)

si conditiile initiale

u(x,0)= f(x), aa—btl(x,O):g(x), Vxe[0,1].

Cautam o solutie a ecuatiei (1) de forma

u(x,t)=v(x,t)+w(x,t),

unde functia v satisface ecuatia cu derivate partiale omogena

v, dv
cu conditiile la limita
v(0,0)=v(l,t)=0, Vte [0,00)

si conditiile initiale

Y(x.0) = £(x). %(x, 0)= g(x). Vxe[0.1],

iar functia w satisface ecuatia cu derivate partiale
o*w 2. 8 w
or*

cu conditiile la limita

w(0,0) =w(l,t)=0, Ve [0,)

si conditiile initiale

w(x,0)=0, aa—vtv(x,O)zO, Vxe[0,1].

(D

2)

3)

4

©)

(6)

(7)

(8)

©)

(10)

Determinarea solutiei problemei (1)-(3) se reduce la determinarea functiilor v si w,

satisfacand (5)-(7) respectiv (8)-(10). Intr-adevar

du _*(v+w) _82v+82w_ ) 82v+a2 ’w

o or T

2
—a 9 %’jw) +F(x,t):a237b;+F(x,t)

+F(x )=
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si
u(0,¢) =v(0,t)+w(0,¢)=0,
u(l,t)y=v(l,t)+w(l,t)=0,
u(x,0) = v(x,0)+w(x,0) = f(x)
du v ow
—(x,0)=—(x,0)+—(x,0)= .
> (x,0) Ey (x,0) Ey (x,0) = g(x)
Din sectiunea 5.2.2, avem
v(x,t)zZ(An-cosn%t+Bn-sinn%t)sinn%x,
n=1
unde
2 . .
A, =7-jf(x)s1nn7x dx, ne N .
0
l
B, :L-J‘g(x)sinnzx dx, ne N".
nra /

0

Pentru a rezolva problema (8)-(10), cdutam solutii de forma
N . T
w(x,t) = ZTn(t) . smn7x .
n=1

Observam ca w dat de (14) satisface conditiile la limita (9).

Punem conditia ca w dat de (14) sa satisfaca ecuatia (8). Obtinem

oo ) 2.2
ZT[(t)-sinn%xzaZZﬂ(t)-(—n il jsinn§x+F(x,t),
n=1

12

n=1

care se mai scrie

oo

2.2
Z{Tn”(t)+a2 ”Zf T (t)]sinn%x = F(x,1).

n=1

Presupunem ca functia F(x,t) se poate dezvolta in serie Fourier de sinusi pe

intervalul [0,/], deci ca
- . T
F(x,t)= Z(pn(t)-smnTx,
n=1
unde

_2
?,(0)=7

o t—_—

F(x,t)sinn%x dx, ne N".

&y

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)
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Din (15), (16) si (17), rezulta ca functiile 7, trebuie s satisfaca ecuatiile diferentiale

2.2
nmw

12

T +a* T, (0)=9,(0), Yne N (18)

Pe de alta parte, din conditia w(x,0) =0, obtinem ca

ZTH(O)sinn%x:O,

n=1
relatie care implica

T.(0)=0, Vne N". (19)
. ) .. ow . .
Pe de alta parte, din conditia a—(x, 0)=0 rezulta ca
t

?z " 7:7'(0)-cosn%x:0,
n=1

deci
T/(0)=0, Vne N". (20)
Prin urmare, functiile 7, se obtin In mod unic ca solutii ale ecuatiilor diferentiale cu

coeficienti constanti (18), cu conditiile initiale (19) si (20). Cu functiile 7, astfel determinate,

se obtine solutia w data de (14).

Exemplul 5.2.3.1. In cazul particular F(x,¢) = Asin @t , ecuatia (8) devine

2 2
a—?:a2 -a—zl+Asina)t.
ot ox
Conform (17):

I
%(l‘)Z%J.Asina)t-sinn%x dx =
0

/

:M'(_LJCOSnﬁx =22 -1} sinax.
l niw l o a
Prin urmare
0, daCénzzka ke N*
®,(t) =1 4 Asin wt

S22 dacin=2k+1, ke N’
Qk+Dr

Fie ke N". Tinand seama de (18) vom avea
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2.2
T;k(t)+4“l—2”-k2-T2k(z)=o,dacanzzk. Q1)

Ecuatia caracteristica este

) 4a*r?
P+ :

12

k*=0.

In consecinti, solutia ecuatiei diferentiale (21) este

*

T,,(t)=oy cosk@tﬂ@k sink?t, ke N .

Din (19) rezultd cd o, =0, Vke N".

Atunci
T,.(0) =, sink27”z, Vke N

Tinand seama de (20) rezultd cd f3,, =0, Vke N'. Atunci
T, (1)=0, Vke N,

Daca n=2k+1, ecuatiile (33) devin
7}2+1(t)+(2k+1)2%7"2k+1 (1) :(Z;‘%yrsinwt, VkeN. (22)
Solutia ecuatiei (22) va fi de forma

Lia () =T50()+ T,(1),
unde T, este solutia generald a ecuatiei omogene corespunzatoare ecuatiei (22), adica

,a'n’
12

T2,;c+1(t)+(2k+1) T2k+1(t) =0,

iar 7, este o solutie particulard a ecuatiei (22). Este clar ca
T, () = ¥yp, - cOS(2k + l)%z +6,,,, -sin(2k + 1)%t .

Cautam solutia particulara a ecuatiei neomogene de forma
T,(t)=A-sinaxt+pcosar.

Derivand de doua ori si introducand in (22), ajungem la

2.2
arw

12

, a’rm?
12

—a)zj-ﬂ-cosa)t: wt

((2k+1) —a)zj-/i-sina)t+((2k+l)2

———sin
Qk+D)x

de unde obtinem
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2.2
[ k+)m

2.2
(@)

deci
1=0
si
44
A= pEp :
QR+ ((2k+1)2 B —a)zJ
In consecinta,
T,(t)= 44 = sin @t ,
(2k + 1)75((2/( +1) "12 - afj
deci

Ty () = ¥,y - cOS(2k + 1)%t +6,,., -sin(2k + 1)%t +

44

+ - sinat, Vke N.
2k +1)z ((2k+1)2 “lf —wzj
Din (18) rezulta ca
Vo =0, Vke N,

iar din (19) rezulta ca

S Chk+1) 14 44w =0,

2.2
Qk+)x ((2k+1)2 alf —af]




5. Ecuatii cu derivate partiale de ordinul al doilea 143

deci

4 Awl

52k+1 =-

a (2k+1)2752[(2k+1)2 ar” afj

Conform (14) solutia problemei considerate va fi

w(x,t) = _4‘4” > ! . ~sin(2k+1)%t-sin(2k+1)§x+
=0 2k +1) ((2k+1)2 ar af]

+4Asina)t‘i 1

-sin(2k+1)§x.

=0 (2k+1)((2k+l)2a 7 af]

5.3. Ecuatia propagarii caldurii

Ecuatia propagarii caldurii este o ecuatie de tip parabolic. Desi este o ecuatie relativ
simpla, este Intalnita si in studiul altor fenomene.

In planul xOu, considerim o bara rectilinie, omogena si izotropa, conducitoare de
caldura, situatd pe axa Ox. Notam cu u(x,?) temperatura intr-un punct M (x,0) al barei la
momentul 7. Fie p densitatea barei, ¢ céldura specifica a barei, k& coeficientul de conductie
termica. In virtutea ipotezelor fizice, aceste marimi sunt constante, nu depind de x. Fie, de
asemenea, F'(x,t)intensitatea sursei termice in punctul M la momentul ¢. Calculand bilantul
termic corespunzator in intervalul de timp [#,7+ Af] si tinand seama de legea lui Fourier, se

poate arata cd functia u satisface ecuatia

o’u Ju
k- —+F —=0,
w Py

care se mai poate scrie sub forma

W T ),
ot

Cazul f(x,t)=0 1indica lipsa surselor, ecuatia

unde a=50 si fory=LE0D
cp c

corespunzdtoare fiind stabilitd de Fourier in 1822. Ca si In cazul ecuatiei undelor, pentru
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descrierea completd a procesului de propagare a caldurii trebuie s fie date distributia initiala

a temperaturii In bard (conditia initiald) si regimul termic la capetele barei (conditii la limitd).

5.3.1. Propagarea caldurii intr-o bard infinita

Consideram o bara infinita omogena, izolata termic, identificata cu axa Ox, care are
la momentul initial =0 temperatura ¢(x). Fie u(x,t) temperatura barei in punctul de
abscisd x la momentul #>0. Problema matematicd constd in determinarea functiei u care

satisface ecuatia

du , du

ou _ 2.9 I

T W)
cu conditia initiala

u(x,0)=p(x), Vxe R. (2)

Problema (1), (2) se numeste problema lui Cauchy pentru ecuatia caldurii.

Vom admite ca

limu(x.) =0, lim % .n=0. 3)
== Ox

e g

Aceste ipoteze nu contravin fenomenului fizic.

Pentru rezolvarea problemei de mai sus vom folosi transformata Fourier. Presupunem

ca functiile u si ¢ sunt suficient de netede pentru a admite transformatad Fourier. Fie v(@,?)
transformata Fourier a functiei u =u(x,t) si ®(w) transformata Fourier a functiei ¢ = ¢(x),

deci

u(x,t)e”dx,

v(a),t):ﬁ-v[

O(w) = Hordy

L=
—_— x e
= j 9(x)
Folosind formula de derivare a integralei cu parametri, rezulta
ov 1 7 ou o
—(w,t)=— | —(x,t)e"“dx.

> (@) JEI (x,1)

ot
Pe de alta parte, integrand de doua ori prin parti si folosind (3), obtinem succesiv
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1 e_iwx - 1 T au —iwx _
v(w,t) _E( P u(x,t) - +$£$(x,t)e de =

e,
L7 io| -iw ox

1 7 0%u :
+_ - ,t —lwxdx —
ia)_J;,ax2 (xn1)e J

2,
1 1 J'a (x.0)e i gy

~ 2z (o) !,

Asadar, avem relatiile

Jl_ j 2 (e P dx =~ - v(x,1)
[ Ou i _ OV
—_J;g(x, ey == (x,1)

Avand 1n vedere cd u verifica ecuatia (1), rezulta ca

u ) _ v
—az—2 e "dx=—+a’w v.
ox ot

1 T ou
"
Am obtinut astfel o ecuatie diferentiala, a carei solutie generala este
w@,t)=Ce™ " .
Cum

—iwxdx — q)(a)) ,

W(@,0) = ﬁ [ p(x)e

rezulta ca
4)

ww,t) = D(w)-e " .

Pe de altad parte, am stabilit in cap. 4, §4.5, ca transformata Fourier a functiei e ** ,

o o
o R 1 - . _ 2.9 —_— . _ 2.2
e ‘. Notaind o=—3z, rezulti cd e““" =e *, deci e“”" este

1
o>0, este .
N2 da°t

X2

. .. T2
transformata Fourier a functiei f(x,¢)= e Yt
a

Atunci 27 - O(w)- ¢““" este transformata Fourier a produsului de convolutie

_(x=¢)
e 4q%t dg

* _w . 1
(@* [)(x,0) = j o)~ T
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Rezulta ca
1 1 0 7(3‘_6)2
u(x,t) =—- e 4t &
(0= 2t_£¢(5) 3

In consecinta,

(x=¢)

1 T 4a%t
uGnit) = j P(&)-e ot dE, (5)

formula cunoscuta sub numele formula integrala Poisson.

Sa consideram acum cazul
1 -
—, daca |x—x0| <€
P(x) =1 2¢ ,
0, daca |x—x0|2€

deci ¢ se anuleazd in afara intervalului (x,—&,x,+¢&), iar in interiorul acestui interval

temperatura are valoare constanta. Distributia temperaturii in bara la momentul ¢ este datd de

formula lui Poisson, care in cazul de fata devine

1 Xo+E 1 7();—%)2 g
—-e Y1 dS.
a7t XOJ:S 2e

Folosind formula de medie, rezulta ca exista &€ (x, — €, x, + €) astfel incat

u(x,t)=

_ 1 1 _% 2
u(x’t)_Za\/EEe 2€.
Atunci
(x=xp)°

limu(x,t) = e ' =G(x,1,x,).

1
£0 2a~ rt
Pe de alta parte, observam ca
] 0, daca x # x,
limp(x) = 5(x) = § :
£-0 oo, dacd x = x,
unde O este functia generalizata a lui Dirac.

Din punct de vedere fizic, aceastd situatie corespunde unei surse instantanee de

caldura n punctul x,. Temperatura intr-un punct oarecare al barei, la momentul 7, este data

de
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7(X*Xo )Z
1 e 44’

2a\/E ’

In fig. 4, reprezentim grafic functia G pentru cteva valori ale lui ¢ (0<t, <t, <t,).

G(x,t,x,) =

o Xo x

Fig. 4
Aceasta expresie da distributia temperaturii n bard, cand la momentul initial apare in
punctul x, o sursd instantanee de cdldurd. Vom putea spune ca formula lui Poisson da efectul
total al distributiei initiale de temperaturd definitda de functia ¢, efect care rezultd din

insumarea actiunilor unor surse instantanee de caldura raspandite pe toata bara.

Exemplul 5.3.1.1. Sa presupunem acum ca

¢, dacaxe [x;,x,]
p(x) = N
0, dacaxe [x,,x,]

Din formula lui Poisson obtinem

1 & (x=¢)

2a\/EJ.c-e s d&

u(x,t)=

. . T -
Facand schimbarea de variabila \/gi = 1, rezulta ca
av't

=y
u(x,t)zﬁ J- e’ du.

2a\/;

(6)

Aceastd solutie se poate exprima cu ajutorul functiei lui Laplace. Reamintim ca
functia lui Laplace se defineste astfel

X

L(x)zi-je_’zdt, xeR.

V7
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Se verifica imediat cd functia L este impard, L(0)=0 si L(e)=1. Aceastd functie
este mult utilizatd in Teoria Probabilitatilor si, de aceea, este tabelatd. Cu ajutorul functiei lui

Laplace, solutia (6) se scrie
c X—x X—Xx
u(x,t)=—| L 2 |- L1].
o) 2{ (2aﬁj EZMH

5.3.2. Propagarea caldurii in bara finita

Problema matematica la care conduce studiul propagarii caldurii in bara finita, se
poate formula in modul urmator.

Sé se determine solutia ecuatiei cu derivate partiale

2
cu conditiile la limita

u(0,t)=u(l,1)=0, Vte[0,) ()
si conditia initiald

u(x,0)=¢(x), Vxe[0,7]. 3)

Conform conditiilor la limita (2), temperatura in capetele barei este nula, iar conditia
initiala (3) indicd faptul ca, la momentul initial de timp, temperatura barei se exprima prin
functia ¢ . Vom presupune ca functia ¢ este nenuld si continua pe intervalul [0,/]. Din (2) si

(3) rezulta ca functia ¢ trebuie sa satisfacd egalitatea

9(0)=0.

Ca si in cazul coardei vibrante finite, vom folosi metoda separarii variabilelor a lui
Fourier, Insotita de principiul suprapunerii efectelor.
Cautam solutii ale ecuatiei (1) de forma
u(x,t)=X(x)-T(t). (4)
Din conditiile la limitd (2) deducem

X(0)-T(t)=0
X()-T(t)=0"
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pentru orice ¢ > 0. Atunci
X(0)=X(0)=0, &)

deoarece in caz contrar ar rezulta 7'(¢)=0, pentru orice #>0, deci u(x,t)=0, ceea ce

contravine conditiilor initiale.

Punand conditia ca functia u data de (4) sa verifice ecuatia (1), obtinem

X(x)-T'(t)=a> - X"(x)-T(t), Vxe[0,1], Vte[0,00).

sau
X' _1 TG0
X(x) o T@)

, Vxe[0,1], Vte[0,00).

Atunci

X'x»)_ 1 T _
X(x) & T@) — 4

unde u este o constanta reala.

Obtinem astfel douad ecuatii diferentiale:

X'(x)—p-X(x)=0, (6)
T'(t)—pa*-T(t)=0. (7)

Vom arita ci ecuatia (7) are solutii nenule numai daci u <0. Intr-adevir, solutia

generald a acestei ecuatii este
T(t)=Ce "

Daca u >0, atunci |T (t)| — oo, cand t — oo, deci, pornind cu o anumita distributie a
temperaturii in bard, cand ¢ creste valoarea absolutd a temperaturii ar putea depasi orice
valoare pozitiva, fapt inacceptabil din punct de vedere fizic. Pentru 4 =0, T s-ar reduce la o
constantd, adicd temperatura ar ramane aceeasi in orice punct al barei, fapt de asemenea
inacceptabil. Prin urmare, z=-A" <0 si solutia generali a ecuatiei (7) devine

T()=Ce ", (8)

Pe de alta parte, in acest caz, ecuatia caracteristicd a ecuatiei diferentiale (6) este

r*+A* =0, deci solutia generali a acestei ecuatii va fi

X(x)=C-cosAx+D-sinAx. 9)
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Din (5) deducem C=X(0)=0 si D-sinAl=X(/)=0. Cum D=0, pentru ca altfel

am ajunge la solutia nul, rezultd ci sinA/=0, deci A/l=nx, ne N". In final, rezulti ca

ecuatia (6), cu conditiile la limita (5), are o infinitate de solutii
. NI .
X,(x)=D, -smnTx, ne N .

Pentru fiecare ne N, solutia corespunzitoare a ecuatiei (7) este

5
2 d?

T(t)=C, e *

Notand 4,=C,-D,, rezultd ca functiile de forma (4) care verifica ecuatia (1) si
conditiile la limita (2) sunt

,7hd?

un('x9t)=Xn(x)']—;z(t) =An 'e_n ’ 'Sil’ll’l%x, ne N* .

Aplicand principiul suprapunerii efectelor rezulta ca

*a®
==

u(x,t):ZAn e r -sinn%x (10)

n=1
este solutia ecuatiei (1) cu conditiile la limitd (2). Rdmane sd determindm constantele 4, din

conditia initiald (3). Din aceasta conditie rezulta ca

o(x) =u(x,0)= ZAn -sinn%x .
n=1

Prelungind prin imparitate functia ¢:[0,/]— R pe intervalul [-/,0] si dezvoltand

aceasta prelungire in serie de sinusi, obtinem

A =

n

2
l

© C— ~

(p(x)sinn%x dx, ne N'. (11)

Asadar, solutia problemei (1)-(3) este furnizatd de (10), unde coeficientii A4, sunt dati

de (11).
5.3.3. Bara neomogend

Problema matematica care guverneaza fenomenul este descrisa de ecuatia

du 0’u
EZGZ'W+F(X,Z‘) (1)
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cu conditiile la limita
u(0,0) =u(l,1)=0, Vi€ [0,%) )
si conditia initiala

u(x,0)= f(x), Vxe[0,/]. 3)

Cautdm o solutie a ecuatiei (1) de forma
u(x,1) =v(x, 1)+ w(x,1), 4

unde functia v satisface ecuatia cu derivate partiale omogena

v, v

gy 5

ot ox’ ©®)
cu conditiile la limita

v(0,0) =v(,1) =0, Vi€ [0,) (6)

si conditia initiala
v(x,0)= f(x), Vxe[0,]], (7)
iar functia w satisface ecuatia cu derivate partiale

ow 2‘azw

E—a P + F(x,t) (8)
cu conditiile la limita

w(0,8) =w(l,t) =0, Vte [0,00) 9)
si conditia initiala

w(x,0)=0, Vxe[0,/]. (10)

Determinarea solutiei problemei (1)-(3) este rezolvatd o datd cu determinarea
functiilor v si w, satisficand (5)-(7) respectiv (8)-(10). Intr-adevar
du _d(v+w) dv ow _ , 9

, 0w
+a

ot ot ot ot ox* ox?

+ F(x,t)=

2 2
:a2$+F(x,t)=a2§TL;+F(x,t)
si

u(0,¢) =v(0,1)+w(0,¢) =0,

u(l,t)y=v(,t)+w(l,t)=0,
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u(x,0)=v(x,0)+w(x,0)= f(x).
Din sectiunea anterioard, avem

2 2
T a
2 ‘

ki -n"— . /4
v(x,t)zZAn-e ’ -smn7x,
unde

A =

n

Nl[\)
ce—

f(x)smn 7 xdx, ne N,

Pentru a rezolva problema (8)-(10), cdutam solutii de forma
N .
w(x,t) = ZTn(t)-smn7x
n=1

Observam ca w dat de (13) satisface conditiile la limita (9).

Punand conditia ca w dat de (13) sa satisfaca ecuatia (8), obtinem:

2.2

nr )sinn%x+F(x,t),

Mx

T/(t)- s1nn xX=a ZT(t) (

n=l

care se mai scrie

Z{T () +d’

2

n=1

T (z)} sinn%x = F(x,1).
Presupunem ca functia F(x,t) se poate dezvolta in serie Fourier de sinusi pe
intervalul [0,/], deci ca

F(x,t)zi(pn(t)-sinn%x,

n=1
unde

2.
I

@ ()= F(x, t)smnlxdx ne N,

oc_.N

&y

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

Din (14), (15) si (16), rezulta ca functiile 7, trebuie sa satisfaca ecuatiile diferentiale

de ordinul intai

2
T/(t)+a* T, (1) = ¢,(t), Vne N,

care admit solutiile

(17)
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t
02}’12/752 0271271'2
dr —_—

_l t 5 dr
Tn(t)=e0[ : Cﬁf%(f)e" " dr|, neN, (18)
0

constantele C, urmand a fi determinate.

Pe de alta parte, din conditia w(x,0) =0, rezulta ca

ZTn(O)sinn§x=0

n=1

si mai departe ca:

T(0)=0, Vne N". (19)
In consecintd, tinAnd seama de (18), deducem ca
C, =0, Vne N,
deci
t _azniﬂz (t-7) i}
n(t)zj(p,,(r)e / dr, ne N,
0
Conform (13), avem
oo t 7a2n§7r2( -1
wx=Y| [e,@e © " dr sin’“lﬂ. (20)
n=l\ ¢
5.4. Ecuatii de tip eliptic
Ecuatiile de tip eliptic descriu procese stationare (in care functia necunoscutd nu de-
pinde de timp).
Ecuatia lui Laplace 1n plan este
2 2
au=2191g, (1)
ox~  dy

iar ecuatia lui Laplace in spatiu este
’u du du

W I
ox~ dy° oz

Au = 0,

necunoscuta fiind functia u . Daca intervin forte externe, actiunea acestora fiind descrisa de o

functie f, procesele fizice corespunzitoare sunt descrise de ecuatia lui Poisson
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Au=f. 2)

Din cate s-a observat in cazul ecuatiilor de tip hiperbolic si parabolic, pentru

descrierea completd a unui proces fizic este necesar ca, in afard de ecuatia acestui proces, sa
specificam conditii suplimentare: conditii initiale si conditii la limitd (pe frontiera
domeniului). Din punct de vedere matematic, aceastd necesitate decurge din faptul ca
solutiile acestor ecuatii nu sunt unice. Astfel, chiar si in cazul ecuatiilor diferentiale ordinare
de ordinul 7, solutia generalid depinde de n constante arbitrare. In cazul ecuatiilor cu
derivate partiale solutia va depinde, in general, de functii arbitrare (a se vedea, de exemplu,
solutia generald a ecuatiilor de tip hiperbolic). Din aceastd cauza, pentru a pune in evidenta
solutia care descrie procesul fizic real, sunt necesare conditii suplimentare. Pentru ecuatiile
de tip eliptic aceste conditii suplimentare sunt conditiile pe frontiera, problema
corespunzatoare numindu-se problema la limita.

In cele ce urmeazi ne vom ocupa de ecuatia lui Laplace in plan. Putem considera
doud tipuri de domenii: marginite si nemdirginite. In ambele cazuri vom presupune ci
frontiera este formatd dintr-o curba netedd pe portiuni. Problema la limitd pentru ecuatia
elipticd se numeste interioara dacd functia cautatd trebuie sa fie definita intr-un domeniu
marginit si exterioara daca functia cdutata trebuie sé fie definita intr-un domeniu nemarginit.

Fie G < R* un domeniu marginit a cirui frontierd C este o curba netedi pe portiuni.

Desi sunt valabile pentru ecuatia lui Laplace in general, noi vom prezenta tipurile de
probleme la limitd pentru aceastd ecuatie n plan. Acestea sunt:

Problema Dirichlet interioara. Aceasta problema consta in determinarea unei functii
ue ¢*(G)N€"(G), armonicd in G (deci care verificd ecuatia (1)), dacd se cunosc valorile
acesteia pe frontiera C a domeniului:

u| = f, (3)
unde f este o functie data, continua pe C.

Problema Neumann interioara consta in determinarea unei functii

ue €*(G)N€"'(G), armonica in G, astfel incat

ou

on|.

=g, 4
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Ju . 5 . . . 9
unde — este derivata dupd normala exterioarda la curba C, iar g este o functie data,
n

continud pe C.

Problema mixtd consta in determinarea unei functii u € ¢°(G)N€"(G), armonica in
G, astfel incat

Ju
au+—
on

=h, )

C

o si h fiind functii date, continue pe C, & >0.
Vom stabili acum o formuld integrald utila 1n cele ce urmeaza. Fie

ve €%(G)n%"(G). Atunci

8( auJ d( Odu) ou dv du v ’u  u
—| vt | v | — Y | =
ox\ ox) oyl dy) ox ox 9y x> 9y’

_ du av Ju av+v-Au.

T ox ax ay dy

Integrand pe G, obtinem

I ( j 9 (1. 94 | gray = [ - L Ou 0y, ou V) gy,
ox\ ox 8y 8y ox dx dy dy

Din formula lui Green-Riemann rezulta

BM dv du dv Ju
Au drdy = —dx gy 6
”(v ox ox 8y8) Cﬁ”) T (©)

cunoscutd sub numele de formula integrala Green.

In continuare, vom studia probleme la limita standard pentru ecuatia lui Laplace in

plan.
5.4.1. Problema lui Dirichlet interioara pentru disc

Fie G={(x,y)eR* x’+y°<r’}si C={(x,y)e R*; x*+y>=r"} , frontiera
orientatd pozitiv a domeniului G . Problema Dirichlet interioara pentru ecuatia lui Laplace

consta 1n a determina functia continud u : G — R care satisface ecuatia
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’u  du

—+—=0, V(x,y)e G, 7

o0 V) ™
cu conditia la frontiera

u, =1, ®)

unde f este o functie data, continua pe C.

Vom ardta cd daca problema (7)-(8) admite o solutie, atunci aceasta solutie este unica.

Intr-adevir, dacid problema ar admite doud solutii u,, u, si v=u,—u,, rezulti ci
Av=0 si v| - =0.Facand u =v in formula integrala Green (6), obtinem
2 2
I (a—VJ +(@] dxdy =0.
o | \ox dy

Prin urmare,
2 2
@Hmwj+gﬁmw ~0, Y(x.)e G,
ox dy
deci
Q(x,y)zo, Q(x,y)=0, V(x,y)e G.
ox dy

In consecintd, functia v este constantd si cum se anuleaza pe C, rezultd ca v=0,

deci u, =u, pe G.

Solutia fiind unica, nu conteaza metoda folosita pentru obtinerea solutiei. Vom folosi
metoda separarii variabilelor (Fourier). Din cauza simetriei centrale fatd de origine a proble-

mei, vom trece la coordonate polare in plan. Fie p si € coordonatele polare ale punctului
(x,y), deci
x=pcosl
{ y=psind
In urma acestei schimbiri de variabile, ecuatia (7) devine

0’ ou o’
pz-apz +p-£+a—;§:0. )
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Problema (7)-(8) se reformuleaza astfel: sa se determine functia u(p,6),

u:[0,r]1xR — R, care satisface ecuatia (9) si conditia la frontiera
u(p,9)|,_, =1, (10)
unde functia f:R — R este continud, nenuld, periodicd de perioadd 27 si este presupusa

cunoscuta.

De remarcat ca, daca f =0 atunci problema corespunzatoare admite solutia # =0.
Acesta este motivul pentru care putem presupune ca functia f este nenula.
Conform metodei separarii variabilelor, cautam solutii ale ecuatiei (9) de forma
u(p,0)=R(p)-T(6), (11
unde functiile R si 7 sunt de clasa ¢”. In plus, functia 7 este presupusa periodici de
perioada 27z . Punand conditia ca functia u# datd de (11) sa verifice ecuatia (9), obtinem
p’-R'(p) T(0)+p R'(p)-T(6)=-R(p) T"(6)
sau

pPR(p)+p-Rip) __T0) _, (12)
R(p) e

unde k este o constanta.

Din (6) rezulta urmatoarele ecuatii diferentiale:
T"(t)+k-T)=0, (13)
p*-R'(p)+p-R(p)—k-R(p)=0, (14)
Cand constanta este —4%, 4>0, (13) devine
T"(t)-A*-T(t)=0.
Solutia generald a acestei ecuatii diferentiale este
T@)=C,-e"’+C,-e*,
C, si C, fiind constante. Aceastd solutie este periodicd numai daca C, =C, =0, adicd doar
dacd T=0, ceea ce ar insemna ca functia f este nuld, ceea ce contravine ipotezei. Prin
urmare constanta in (12) nu poate fi negativa.
Daca k=0, din (13) va rezulta ca 7(8)=C, -8+C,, care este periodicd numai daca
C, =0. Asadar, in acest caz, avem solutia

I,(0)=C,. (15)
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’

Totodatd, ecuatia (14) se mai scrie sub forma (p-R'(p)) =0, de unde p-R'(p)=C,
deci R(p)=C-Inp+D.Cum In p nu are sens in 0, rezultd cd C =0, deci putem pune
R,(p) = F, (constant). (16)
Notand A4, = C,F,, solutia de forma (11) a ecuatiei (9), pentru k=0, este
uy(p,6) = 4. (17)
Cand constanta este k=A%, >0, din (13) obtinem
T"()+A*-T(t)=0,
a carei solutie generala este
T(@)=C,-cosA@+C,-sin 10,
C, si C, fiind constante. Din conditia de periodicitate rezulta ca trebuie sd avem
T(6+27)=T(0),
deci A(0+27m)=A60+2nx, ne N, In consecinti, A=n, ne N". Atunci
T(8)=C,-cosn@+D, -sinnf, ne N". (18)
Fie ne N fixat. Tinand seama de (14) si cum k=n", obtinem ci functia R, (p)
trebuie sa verifice urmdatoarea ecuatie diferentiala de tip Euler
p*-RI(p)+p-R(p)-n"R,(p)=0. (19)

Pentru a gasi solutia acestei ecuatii, facem schimbarea de variabila p =e¢?. Atunci:

R (p)=e L
de

si

Rl(p)=e* [dzR" _dR, ] .

d¢’> do
Inlocuind in (19), obtinem ecuatia diferentiala liniara cu coeficienti constanti

2
d—Rz”—ann =0.
de

Ecuatia caracteristicd a acestei ecuatii diferentiale este »*—n>=0 si are solutiile
r,=n, r, =—n, deci solutia generala a ecuatiei diferentiale cu coeficienti constanti este
— ng —ng
R(p)=Fe"“+Ee"™.

Prin urmare, solutia generala a ecuatiei (19) este
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R(P)=F,p"+Ep",

unde E, si F, sunt constante arbitrare.
Daca E, #0, rezulta ca R (p) — Feo cand p — 0, deci functia u,(p,60) ar tinde la
infinit spre centrul cercului, ceea ce contrazice faptul ca functia u,(0,0)=R, (p)-T,(6) este

continud. In consecinta, £ =0, deci

R(p)=F,-p". (20)
Notand 4, =C,F,, B, =D F

F., ", ne N', obtinem solutiile
u (p,0)=(A4,cosn@+B, sinnd)-p", ne N . (21)
Conform “principiului suprapunerii efectelor”, in ipoteza convergentei, seria
Z”n (p,0) va fi solutia problemei Dirichlet. Vom presupune cd aceastd serie este
n=0

convergenta si este derivabila termen cu termen de doud ori in raport cu p respectiv 4.
Fie deci:
u(p,0) = A4,+ Y (A, cosnb+B,sinnb)-p" . (22)
n=1
Este usor de vazut ca aceastd functie verifica ecuatia (9). Conditia la frontiera (10) va
fi satisfacutd daca si numai daca
A+ (A, cosnb+ B, sinnb)-r" = f(6).
n=l1

Prin ipoteza, f se poate dezvolta in serie Fourier pe intervalul [0,27], deci

[ e, 23)
T 0

2z 2
r'- A, =l'jf(¢) cosnpdep, "B, =l-jf(¢) sinng dg.
0 T 0

T
Atunci
1 1 % 11 °f .
4,=— [ f(@) cosnpdg,  B,=—— [ f(p)sinng do. (24)
Tty T

Prin urmare, solutia problemei (9)-(10) este data de (22), unde coeficientii 4, , ne N,

n

B

no

ne N" sunt dati de (23) respectiv (24).
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In cele ce urmeaza vom scrie solutia (22) sub o altd forma, utilizata frecvent in
aplicatii.
Tinand seama de formulele (22)-(24)

2

u(p,H)z%J. %+Z(€j (cosn(pcosn9+sinn(psinn9)}~f((p)d(p=
0| n=1

%+i(§) -cosn(rp—é’)]f (p)do. (25)

Pentru a prelucra aceastd formuld, sd remarcam ca ar trebui gasitd o formuld pentru

calculul sumei seriei Z a" cosna , cu |a| <1. Aceasta serie este partea reald a seriei Za"e‘”“

n=l1 n=l1
care este o serie geometrica cu ratia ¢ = ae'”, unde |q| <1. In consecinta

Y - a cosa—a+isinx
Za € = @ = ia =da

1-ae e —a (cosa—a)’ +sin’ a

n=1

Prin urmare,

acosa—a2

Za”cosna: >
p_ I-2acosa+a

deci

n=1

= ! rcos(p—60)—p°
Z(ﬁj -cosn(p—0)= 2p (p=0)-p =

r r-—=2prcos(p—60)+p
Inlocuind in (25), obtinem cd formula (22) se scrie sub forma

2 2 2
1

r—-p
,0)=— . do, 26
u(p.9) 27 s, 1*2—2prcos(qz)—6?)+p2 /() (26)

formula cunoscuta sub numele de formula lui Poisson.

Exemplul 5.4.1. Fie domeniul G = {(x,y)e R*; x*+y”> <9} a cirui frontierd orien-
tatd pozitiv este C={(x,y)e R*; x’+y° =9} . Si se giseasci solutia u a problemei Diri-
chlet interioare pentru ecuatia lui Laplace cu conditia la frontierd

u(3,0)=cos@+2sinb.
Folosim formulele (22)-(24). Obtinem
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2
4, =l-j(cos¢+2sin¢)d(p=o,
2z

2r
A, =l L I(cosqo+2smqo) cosng do,
zr 3"

2r
I (cos@p+2sing) sinng de .
0

Daca n#1, atunci 4, =0, B, =0. De asemenea, 4 =%, B, =§. Tinand seama de
(22), rezulta ca
1 2 .
u(p,8) =§pcost9+§psm¢9,

deci

xX+2y

ux,y)=—3

5.4.2. Problema lui Dirichlet pentru semiplan

Fie G semiplanul superior, deci G = {(x,y)e R*; y>0} . Problema Dirichlet pentru
ecuatia lui Laplace, in semiplanul superior, consta in a determina functia marginita, de clasa

¢?*, u:G > R, care satisface ecuatia

’u du

P 82_0 V(x,y)e G, (1)
cu conditia la frontiera

u(x,0)=g(x), xe R, (2)

unde g este o functie datd, nenuld, continud si marginita pe axa Ox .
Vom folosi metoda separarii variabilelor (Fourier). Conform metodei separarii varia-
bilelor, cautam solutii ale ecuatiei (1) de forma
u(x,y)=X(x)-Y(y), 3)
unde X si Y sunt functii de clasd ¢* . Punand conditia ca functia u datd de (3) s verifice
ecuatia (1), obtinem

X)) Y(»)+X(x)-Y'(y)=0
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sau
X(x):_Y(y):k, (4)
X(x) Y

unde £ este o constanta. Din (4) rezulta urmatoarele ecuatii diferentiale:
X"(x)—k-X(x)=0, (5)
Y'(y)+k-Y(y)=0, (6)

Cand constanta este k= A>, >0, (5) devine
X"(x)=A*-X(x)=0.
Ecuatia caracteristicd a acestei ecuatii diferentiale este »*—A> =0 si are solutiile
rn=A4, r,=-A4,deci, solutia generala a acestei ecuatii diferentiale este
X,(x)=CA)-e*+D(A)-e ™,
C(4) si D(A) fiind constante. Dacd C(A)#0, rezultd ca X ,(x) — Feo cand x — o, deci
functia
u, (%, )= X,(x)-Y,(y), 4>0,
ar tinde la infinit cdnd x — oo, ceea ce contrazice faptul cd functia u, este marginita.

Prin urmare, C(4)=0. Daca D(A)#0, rezultd ca X ,(x) — teo cand x — —oo, deci
functia u, ar tinde la infinit cdnd x — —oo, ceea ce contrazice faptul ca functia u,; este
mirginitd. In consecintd, D(1) =0, deci u ,(x,¥)=0, pentru orice (x,y). Aceasta functie nu
satisface (2), deci constanta in (5) nu poate fi strict pozitiva.

Cand k=0, din (5) si (6) rezultd ca X,(x)=C,-x+C, si ¥,(y)=C,-y+C,. Cand
|x| —> oo, rezultd cd X (x) — foo, deci functia u,(x,y)=X,(x)-¥,() nu este marginita,
situatie neconvenabila.

Cand constanta este k =—-A>, 4 >0, din (5) obtinem

X"(x)+A* X(x)=0,
a carei solutie generala este
X,(x)=C(A)-cos Ax+ D(A)-sin Ax,
C(A) si D(A) fiind constante.
Ecuatia (6) devine

Y'(»-A*-Y(y)=0
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si are solutia generala
Y,(y)=F(A)-e” + E(A)-¢ ™,
unde E(A) si F(A) sunt constante arbitrare.
Daca F(A)#0, rezultd cd Y,(y) — oo cand y — oo, deci functia
u (x,)=X,(x)-Y,(y)
ar tinde la infinit cdnd y — oo, ceea ce contrazice faptul ca functia u, este marginita.
In consecintd, F(A1)=0, deci
Y(y; )= E(A)-e™. (7
Notand A4(A) =C(A)E(A), B(A)=D(A)E(A), A >0, obtinem solutiile
u,(x,y)=[A(A)-cos Ax+ B(A)-sin Ax)-e*, 1>0. (8)
Conform ,,principiului suprapunerii efectelor”, suma unor astfel de functii si, de ase-

menea, integrala in raport cu parametrul A4 va fi solutie a ecuatiei (1):

u(x,y) = j [A(A)cos Ax + B(A)sin Ax] e ¥d A . (9)
0
Intr-adevar, folosind teorema de derivare a integralelor cu parametru, obtinem
succesiv
Ju T . )
e y) j [—A(A)sin Ax+ B(A)cos Ax] e ¥ d A,
X 0
azu 2 K . -y
Pyl =-A I[A(ﬂ.) cosAx+ B(A)sinAx] e “dA,
0
du n . )
> = —ﬂj[A(l) cosAx+B(A)sinAx] edA,
Y 0
azu 200 : —Ay
P p) j [A(A)cos Ax+ B(A)sin Ax] e Vd A,
0
deci
’u  d’u
P
Y

Functiile 4(4) si B(4) se vor determina din conditia (2):
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u(x,0)= T[A(/i) cosAx+ B(A)sin Ax]dA=g(x), xe R. (10)

Pe de alta parte, tindnd seama de formula integrala a lui Fourier si de formulele lui

Euler, rezulta

— 1 N N iA(x=t) 1, _
g =—— £ d/lJ;g(t)e dt =

=—T[T cos A(x—t)+isin A(x—1)] dA | g(t)dt .

—oco [ —oo

+oo
Deoarece functia A > sin A(x —¢) este impara, rezulta ca I sin A(x—t)dA=0.

—oo

De asemenea, deoarece functia A +> cos A(x—1) este pard, rezulta ca

j cos A(x—1)d A = 2j cos A(x—1)dA.
0

—oo

Asadar, avem

g(x)=— j g(t)(J cos A(x — t)dﬂ] dt =

= JH j g(t)cos At dt] cos Ax +( ! j g(t)sin At dt] -sin ﬂx]dﬂ . (11)
0 —oo
Comparand formulele (10) si (11), deducem ca
177 177 :
A(A) == [ g(t)cos At dt, B(A)=— [ g(t)sin At dt .
e Vi
Inlocuind aceste functii in (9), se obtine

u(x,y)= %T e [f g(t)cos At — x)dt} dA=

0

- lT (1) U e cos Al — x)dxl} d .
7Z. —oco

0

Dar

+oo
J- e ™ cos fx dx=—;
0 o+

deci
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[ -2 _ Y
.([e yCOS/’i(f—X)dﬂ—m.

In consecinti, solutia problemei la limita (1), (2), este

ydt

1°¢
u(X,y)—;_J;g(t)m. (12)

Se poate arata ca, dacd functia g este continud §i marginitd pe R, atunci, solutia

problemei Dirichlet pentru semiplanul superior datd de (12) este unicd in clasa functiilor

marginite.

Exemplul 5.4.2. Sa se determine solutia problemei Dirichlet pentru semiplanul
superior, ale carei valori pe axa Ox sunt date de

1

u(x,0)= .
(x,0) x*+1

Folosind formula (12), solutia problemei Dirichlet pentru semiplanul superior este, in
acest caz:

1 y
) e -

Pentru calculul acestei integrale, descompunem integrandul in fractii simple:

At+B Ct+D
2 Zy 2 = 2 + 2 PRE) (14)
E+Dy " +(t—-x)] t+1 y +(t—-x)
unde
y(x*+y =1) _ -2xy
(x> + > =1)" +4x*° (x* +y* =1)" +4x*’
_ y(3x* —y* +1) (15)
(> +y* =1 +4x>
Functia t > %1 , te R, este impara, deci =0. Atunci
r+
i At+ B +oo
I > dt=B-arctgtl =B-&w.
2 +1 -
De asemenea, cu substitutia f =u+x , obtinem
T Ct+D +Cx+D
I%dr- jMd _(Cx+D)j =
Ly +(-x) u +y

u+y

—oo
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Cx+D ul” Cx+D
= arctg—| =
y V- y

7T

Din (13) si (14), rezulta
Cx+D

u(x,y)=B+
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Tinand seama de (15), obtinem

y(x*+y* 1) x =y +1
(X +y* =17 +4x> (P +y =1 +4x7

u(x,y)=

care dupa simplificare devine

y+I1

DT G

5.5. Metode numerice pentru ecuatii cu derivate partiale. Metoda retelelor

De regula, gasirea solutiilor exacte ale problemelor la limitd pentru ecuatii cu derivate
partiale nu este posibila si de aceea se folosesc metode numerice pentru aproximarea acestor
solutii.

Inainte de a prezenta cea mai simpla metoda numerici de rezolvare a unei probleme la
limitd pentru o ecuatie cu derivate partiale, cunoscutd sub numele de metoda retelelor sau
metoda diferentelor finite, vom face cateva consideratii privind derivarea numerica.

Este cunoscut faptul ca, cea mai utilizatd metoda de aproximare a unei functii este
polinomul de interpolare al lui Lagrange.

Fie f:[a,b] > R o functie oarecare si fie x,, x,, ..., x,, (n+1) noduri distincte din

intervalul [a,b]. Existd un polinom de gradul n, unic, care inferpoleaza functia f in nodurile

x,, i=0,n, adica ia aceleasi valori ca functia f'In nodurile x,, i=0,n.
Daca notdm cu P (x)= P (x;x,,X,,...,x,) acest polinom, atunci avem f(x,)=P (x,),
i=0,n.

Se verificd imediat cd urmatorul polinom de gradul n, cunoscut ca polinomul de

interpolare al lui Lagrange:

Pn(x):Zn: (r=x)(x = x)..(x =X )X —x,)-.(x—x,) f(x),

im0 (2 —x0)(x; = x;)e (X =2, ) — X)) (; — X,)

are proprietatea cd P (x,)= f(x,), Vi= 0,n.
Mai mult, dacd presupunem cd ar mai exista un polinom Q, (x) cu proprietatea ca
0. (x)=f(x), Vi= 0,7, atunci polinomul R(x)=P (x)—Q,(x) s-ar anula in (n+1) puncte

distincte (nodurile x,, x,, ..., x,).
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1

1

1
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! 1
! 1
! 1
: 1
. ! o
X, X.

Fig. 1

S

=
=

s

=V

Cum gradul polinomului R este mai mic sau egal cu n, rezultd ca R este polinomul

identic zero, O, = P,. Asadar, am aratat ca polinomul Lagrange P, (x)= P (x;x,,X,,...,X,) este

unic determinat.

Calea cea mai fireasca de abordare a derivarii numerice este de a aproxima derivata

functiei cu derivata polinomului Lagrange P, care interpoleaza functia f in nodurile x,,

i=0,n.

Daca n =1, atunci avem doud noduri: x, si x,+ /4, deci

P(x) = B(X; %0, %,) = 1 f (o) +—% £ (x,),
X, — X, X, — X,
Py L Ga) | SO0 _ SO +h)=f ()

Xo—X, X —X, h
Prin urmare, aproximam derivata

S +h) = f(x) .

S (%) = P

Se poate ardta cd eroarea este data de relatia

SOu+ 1)~ f () _
h

S (%)=

Daca n =2, atunci avem trei noduri: x,, x,+#4, x,+2h, deci

Px) = P (i o) =) T8)

(xo _xl)(xo _xz)

2 1E,) unde £, € ().

(D
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(x=x)(x=x) (x=x)(x=x)

’ (xl _xO)(xl —Xz) Al (x2 —xo)(x2 _xl) S (x,).
In continuare, avem:
, 2Xo_(x1+x2) 2x0—(x0+x2)
P (x))= f(x0)+ f(x1)+

(xo_xl)(xo_xz)

. 2xy = (X +x,) Fe)=
(xz_xo)(xz_xl) =T
_ 3+ ()~ f(xy)

2h '

(x _xo)(xl -X,)

=3/ (xy) n 2f(x) _ f(x,) _
2h h 2h

Asadar, in cazul n =2, avem

31 (x)) +4f(x, +h)— f(x, +2h)
2h '

S (%)= (2)

Eroare de aproximare a derivatei este
. n
S () = £, (%) =?f"(§x0), unde &, € (x,,x,).

Pe de alta parte, in cazul n=2, putem aproxima si derivata de ordinul al doilea si

obtinem:

SO5) =21 () + f(x)

S"(x) = Pz“(xo) = e (3)

iar eroarea este

=P === ). &, € ).

Revenind la problema rezolvarii numerice a unei probleme la limita pentru o ecuatie

cu derivate partiale intr-un domeniu G — R?, metoda retelelor consti in urmitoarele: se

considera o retea de drepte paralele cu axele de coordonate:

x=x,=a+ih,i=1lm

si

y=y,=b+jh, j=ln,
care acopera domeniul G. Punctele M, (x,,y;) se numesc nodurile refelei, iar h se numeste

pasul refelei. Daca se noteaza cu u,; solutia problemei la limita in nodul M, atunci, prin

discretizarea ecuatiei cu derivate partiale si a conditiilor la limitd in nodurile M, se obtine un
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sistem de ecuatii liniare In necunoscutele u;. Rezolvand acest sistem, obtinem solutiile

aproximative ale problemei la limitd, in nodurile retelei.
Vom ilustra cele afirmate pe exemplele urmatoare.

a) Fie G un dreptunghi ABCD cu laturile paralele cu axele de coordonate 4B =35,

AD =4 . Se cere si se determine o functic ue #®(G)N& V(G) care este solutia ecuatiei lui
Poisson:
u  d’u
GULTU_ f(x,y), (5,)€G 4
PR f(x,p), (x,) 4)

si verifica urmdtoarele conditii la limita:

u|AB :u|CD :0, (5)
ou

—| =0, 6
ox| ©)

g—u+u =0. (7)
X BC

Interpretarea fizica este urmatoarea: o membrand elastica are marginile 4B si CD fixe,

marginea AD libera, iar marginea BC este rezemata elastic. Functia cautatd u =u(x,y)

reprezintd deplasarea membranei fatd de pozitia de echilibru sub actiunea unei incarcari

continue f = f(x,y), care este aplicatd perpendicular pe membrana.

Consideram o retea patraticd formatd din 18 noduri, de pas ~ =1, ca in figura de mai

jos.
A
D C
i 10| 13| 16
5 11 14| 17
12] 15| 18
3
A B
Fig. 2
Deoarece u=0 pe AB si CD, nodurile de pe aceste laturi nu prezinta interes si de
aceea nu le-am mai considerat. Vom nota cu u,, u,, ..., U, respectiv.cu f,, f5, ..., fig

valorile functiei u =u(x, y) respectiv ale functiei f = f(x,y) in nodurile retelei.
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L . . . . du . u
Pentru discretizarea ecuatiei (4), trebuie sa aproximdm derivatele — si — in
ox dy
nodurile retelei. Ne propunem sa ardtdm cum se procedeaza pentru aceasta, analizand un nod
interior, de exemplu nodul 11.

Conform (3), vom avea

(azuj g —2u,, +uy,

2 - 2
ox” ), h
si
[azu] _ o= 2wy,
2 2 :
dy . h

Inlocuind in ecuatia (4), obtinem:

ug —2uy, +uy, uy—2u, +tu,
h2

= /i
si mai departe
Auyy =g =ty —thy —uy, + 1 f, =0, 9)
In fiecare din cele 12 noduri interioare vom obtine cite o ecuatie de tipul (9). Modul

de alcatuire al ecuatiei (9) se numeste de tip cruce si este pus 1n evidenta de figura 3.

* -]
. du+h’f .
3 "1
°*_]
Fig. 1
In cazul nodului 4, care este un nod interior, ecuatia corespunzatoare va fi
du, —u,—u, —u, +h’ f, =0, (10)

deoarece u|CD =0.

Asadar, celor 12 noduri interioare le corespund 12 ecuatii liniare de tipul (9) sau (10),

in necunoscutele u,, u,, ..., u;.
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Pentru a discretiza conditiile la limita de pe laturile AD si BC, trebuie sa aproximdm

. ou . : : .
derivata — . Pentrua avea o diversitate a procedeelor de discretizare, vom folosi pentru apro-
X

ximarea derivatei 3—” formula (2). De exemplu, in nodul 1 vom avea
X

Ju  —3u +4u, —u,

n 2k
ou : T
Cum —| =0, obtinem ecuatia liniara
Xlac
=3u, +4u, —u, =0. (11)

Ecuatii aseméanatoare se obtin pentru nodurile 2 si 3.

.. . ou . :
Deoarece pe latura BC conditia la limitd este —+u =0, In nodul 16 obtinem

ox
=3u, o +4u;; —uy, =0
2h
si mai departe
—3u, +4u, —u +2hu, =0. (12)

Ecuatii asemanatoare se obtin pentru nodurile 17 si 18.

In final, se obtine un sistem de 18 ecuatii liniare cu 18 necunoscute: u,, u,, ..., i;5.
Rezolvand acest sistem se obtin valorile aproximative ale functiei u In nodurile retelei.
b) Vom aplica metoda diferentelor finite in cazul ecuatiei propagarii caldurii intr-o

bard omogena marginitd. Se cere sd se determine functia u(x,?), care este solutie a ecuatiei

propagdrii caldurii

aa—lt‘:az%, (x,1)€[0,5]%[0,4], (13)
si satisface conditia initiald

u(x,0)=x(5-x) (14)
si conditiile la limita

u(0,6)=0, u(5,1)=0. (15)

Divizam intervalul [0,5] In 5 parti egale, prin punctele x, =nh, n= E, h=1; apoi
divizam segmentul [0,4] in 4 parti egale, prin punctele ¢, =mk, m :(),_4, k =1. Precizdm

ca, in general, nu este obligatoriu ca s =k . Se obtine o retea similara celei din figura 2.
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Notam u; ; =u(x;,,t;), i=0,5, j=0,4.

1

Pentru aproximarea derivatei partiale M folosim formula (1), iar pentru aproximarea
t

2
derivatei partiale B_LZ[ folosim formula (3), deci
X

(a_u] U Y
ot ), k

2 —
(a u j Uiy 2”1‘,‘/ TU
.

ox” "
In consecinta, tinind seama de (13), rezulta

u. . —u. . u. ., . —2u  +u._, . — —
i,j+1 i,j _ 2 7+l i,j i-Lj . _ P
=aqa ,i=L4, j=13. (16)

k "

Din conditiile la limitd (15) avem u, , =u; , =0, j=0,4, iar din conditia initiala (14)

u,=x,5-x),i=14.
Cunoscand aceste valori si ludnd j =0 in (16), se calculeaza valorile u;, i = 1,4, deci
valorile in nodurile aflate pe dreapta =k . Apoi, considerand j=1 in (16), se calculeaza

valorile u,,, i =1,4, adica valorile in nodurile aflate pe dreapta ¢ =2k etc.



CAPITOLUL 6

ELEMENTE DE CALCUL VARIATIONAL

6.1. Introducere

Calculul variational se ocupa cu studiul extremelor pentru o clasa speciald de functii
numite functionale. Aceste functionale sunt definite pe submultimi ale unor spatii de functii
obignuite. Din punct de vedere istoric, contributii decisive la dezvoltarea calculului variational
au adus Euler (1744), dar mai ales Lagrange (1760) care a dat metodele generale ale
disciplinei si le-a aplicat In mecanicd. Vom incepe cu prezentarea unor probleme clasice ale
calculului variational.

Curba de cea mai rapida coborire (problema brachistocronei). Problema a fost
formulatd de Johann Bernoulli in 1696. De rezolvarea acestei probleme s-au ocupat fratii
Johann si Jacob Bernoulli, Newton, Leibniz, ’Hospital. Originea termenului brachistocrona
se afld in limba greacd (brakhistos = cel mai scurt, khronos = timp). Prin brachistocrond se
intelege traiectoria pe care un corp care se deplaseaza intre doua puncte date, sub actiunea
gravitatiei, realizeaza cel mai scurt timp. Asadar, dintre toate curbele aflate intr-un plan
vertical si trecand prin punctele fixe 0(0,0) si P(a,b), cu P mai jos decat O, sd se

determine acea curbd pentru care timpul de coborare din O

in P a unui punct material greu fara frecare, sa fie minim.
0|(0,0) ¥  Pentru rezolvare, vom orienta axa Oy pe verticala in jos ca
in fig. 1.
Mxy) Fie y =y(x), xe[0,a], y(0)=0, y(a)=b, a,b>0,
P(a,b)
curba cdutatd. Fie v viteza de deplasare a punctului material,
Y

Fig. 1 deci v=4/2gy :$, unde ds este lungimea arcului OM .
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Atunci df =

ds
V28
Prin urmare, daca 7 este timpul necesar pentru ca punctul material sd ajungd in

punctul P, vom avea

T=J ds :]‘-«/l+y'2(x)dx.
opN28Y v J2gy(x)

Problema suprafetei de rotatie de arie minima consta in determinarea unei curbe
y=y(x), xe€la,b], y(a)=c, y(b)=d, cu proprietatea cd aria suprafetei de rotatie a

graficului in jurul axei Ox este minima (fig. 2).

Echilibrul unei membrane deformate.

y
Dupa cum se cunoaste, expresia acestei arii este N(b,d)
b ‘/_/,7?‘\
A=27[ (014 ) (x)dx. AM(ac) ax
of 14 e

O membrana elastica in stare de repaus \

are forma domeniului D c xOy (fig. 3). Fie C \_\L"

frontiera lui D. Deformam conturul C al

membranei in directia perpendiculard pe planul Fig. 2
xOy st notaim cu u(x,y) deplasarea
(deformatia) unui punct oarecare M (x,y)e D

(deformarea conturului atrage dupd sine si

deplasarea punctelor din interiorul

membranei).

Se cere sd se determine pozitia de

echilibru a membranei cand cunoastem o

deformarea conturului ei.
Aria membranei deformate va fi x
”Jl+uf+u§ dxdy . Fig. 3
D

Daca deplasarile sunt mici,
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aproximam aceasta arie cu

J.J.(l+%(u§ +u§)j dxdy .

Rezulta ca variatia ariei suprafetei deformate este
1 2 2
-5g0@+uﬂdnh.

Se admite cd energia potentiald a membranei deformate este proportionald cu cresterea

ariei sale. Prin urmare energia potentiala de deformatie £ este
_H 2 2
E—ZQWHﬂQM®, (1)

unde x4 este o constantd care exprima calitatile elastice ale membranei. Presupunem ca se
cunosc deplasarile punctelor de pe contur, deci ca
ul, = p(x, ), )
¢ fiind o functie cunoscuta.
Pozitia de echilibru se realizeaza cand energia potentiala este minima. Se obtine astfel
urmitoarea problemi variationald. Dintre toate functiile ue ¢ (D) care satisfac conditia

(2), sa se determine acea functie pentru care integrala (1) devine minima.

6.2. Extreme ale functionalelor. Variatia intai a unei functionale

Teorema lui Fermat

Pentru inceput, reamintim cateva notiuni invatate la cursul de Analiza matematica.

Fie X un spatiu vectorial real.

Definitia 6.2.1. Se numeste norma pe X o functie || . || : X = R, , cu proprietitile:
1) ||x||=0 < x=0,;

2) ||ﬂx||=|ﬂ|||x , VieR, Vxe X ;

, Vx,ve X . (inegalitatea triunghiului)

3) e+ A s+

Spatiul vectorial X inzestrat cu o norma se numeste spatiu vectorial normat.
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Exemplul 6.2.1. Fie a,be R, a<b, I =[a,b] uninterval si ne N" . Spatiul vectorial

real 7" (I;R) al functiilor y:7 — R de clasi # ", inzestrat cu norma

; (1)

”J’” = Sup|)’(x)| + sup|y’(x)| + ~-~+SUp‘y(”)(x)
xel xel xel
este un spatiu vectorial normat. De asemenea, spatiul vectorial real # " (/;R?) al functiilor

y:I >R, y(x)=(((x),z(x)), unde y,ze #(I;R), inzestrat cu norma

[7=sup 3> (x)+ 22 (x) +5up |y (0 + () )

este un spatiu vectorial normat.

Exemplul 6.2.2. Fie D cR* un domeniu mirginit de o curbd inchisi, netedd pe

portiuni. Spatiul # '(D;R) este spatiu vectorial normat in raport cu norma

S—Zu, W, Vze #V(DR). ()

0z
- (x, )|+ sup
ox 5|y

(x,y)eD

||z||= sup7|z(x,y)|+ sup
(x,y)eD (x,y)eD

Definitia 6.2.2. Fie X un spatiu vectorial normat, y,€ X si r > 0. Se numeste bila

deschisa cu centrul in z, §i de raza r multimea B(y,,r) ={ ve X; |ly— y0|| < r}. Multimea

Ac X se numeste deschisa daca Vye A4, exista r > 0 astfel incat B(y,r)c 4.

Definitia 6.2.3. Fie (y,), € X . Sirul (y,), convergela ye X si se noteaza y, — y

daca si numai dacd lim|y, — y|| =0. Sirul (y,), se numeste sir fundamental sau sir Cauchy

dacd si numai daca lim || ¥, —¥,/[=0. Un spatiu vectorial normat, in care orice sir Cauchy

m,n—co

este convergent se numeste spatiu complet sau spatiu Banach.

Observatia 6.2.1. Reamintim ca pe spatiul # ([a,b];R), al functiilor continue pe

[a,b], se poate defini norma Cebasev:

lg|. =sup{|g(x)|;x€[a,b]} , Vge # ([a,b];R).

Mai mult, spatiul # ([a,b];R) inzestrat cu norma Cebasev este un spatiu Banach.
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Rezultatul se extinde si pentru spatiul functiilor continue pe o multime compacta

K c R" cuvaloriin R™. Cu aceste precizari, norma (1) se mai scrie:

A=l +1 +-”

c’

De asemenea, normele (2) si (3) devin

1A= +71
respectiv
0z 0z
=+ + 15

Este usor de observat cd spatiile vectoriale normate din exemplele 1) si 2) sunt spatii

Banach.

Fie X un spatiu vectorial normat. In cele ce urmeaza, prin functionala pe X

intelegem orice functie 7 : X - R.

Problemele clasice ale calculului variational prezentate sectiunea 6.1, ne sugereaza sa

consideram urmatoarele functionale.

Exemplul 6.2.3. Fie X =#([0,a4];R). In cazul problemei brachistocronei, definim

pe X functionala-timp <7 : X - R,

a 1 72
7 (y):v[%x)(x)dx, Vye X .

De asemenea, in cazul problemei suprafetei de rotatie de arie minimd, pe

X =7""([a,b];R) putem defini functionala-arie o/ : X - R,
b
o ()= [ yNI+y7 ()dx, Vye x.
Mai general, pe X =% " ([a,b];R) putem considera functionale de tipul
b
F (1) = [ Fx, (0, ¥ (x))dx,

unde F este o functie continui pe un domeniu Q c R?, iar y este o functie oarecare de clasi

# " pe [a,b], cu proprietatea ci (x, y(x), ' (x))e Q, Vxe [a,b].
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Exemplul 6.2.4. Problema echilibrului unei membrane deformate care ocupa

domeniul marginit D c R*, ne conduce la considerarea functionalei-energie

& @)= [ @ +u}) dudy,

cunoscuta sub numele de integrala energiei sau integrala Dirichlet a functiei u: D — R.

Mai general, pe X =7 " (D;R) putem considera functionale de tipul

7 (2)= j F(x,p,2(x, y) ~(x y) <x »))dxdy ,
unde F este o functie continud de cinci variabile reale, definitd pe multimea
{(x,y,z(x, y) (x y) (x y))e R (x,y)e D}, z fiind o functie de clasi # " pe

domeniul D.

Definitia 6.2.4. Fic X un spatiu vectorial normat, 4c X si o7 :4A—>R o

functionald. Un element y,e A se numeste punct de minim local (respectiv maxim local)
pentru &7 , daca existda >0 astfel incat pentru orice ye A care satisface || y— y0||<r,

rezultd o7 (y) =<7 (y,) (respectiv &7 (y)<<7# (y,) ). Un punct de minim local sau de

maxim local se numeste punct de extrem local. Daca inegalititile de mai sus au loc pentru

orice y€ A, atunci se poate vorbi de punct de minim global (respectiv maxim global) sau

extrem global.

In continuare, fie X un spatiu vectorial normat, 4 X o multime deschisa,

o :A—R o functionala, y,€ 4 si he X, h#0,, un element fixat. Multimea 4 fiind

deschisd, exista r>0 astfel iIncat B(y,,r)c 4. Daca teR, atunci elementul

y=Yy,+the B(y,,r) dacad si numai daca ||y y0||<r deci daca si numai daca |t|

consecintd, putem defini functia reala

¢h:£_|r j%R @,(t) =7 (y, +th). 4)
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Definitia 6.2.5. Fie X un spatiu vectorial normat, 4c X o multime deschisa,

o :A—R si y,e A. Se spune ca o7 admite variatia intdi in y, pe directia unui vector

nenul he X , daca functia ¢, dati de (4) este derivabild in punctul #=0. In acest caz, ¢ (0)

se numeste variatia intdi a lui o7 in y, pe directia lui h si se noteazd cu 0,7 (y,).
Vectorul / se numeste variatie a argumentului functionalei &# . Un punct y,€ 4 cu

proprietatea ca 5,7 (y,)=0, Vhe X, se numeste punct critic (stationar) al functionalei

Prin urmare
_ . - = -7
é‘hp/u; (yo):hm ¢h(t) @h(o) :llmp (yO +th) e (yO) . (5)
t—0 t t—0 t
Daca h=0, atunci punem 9,7 (y,)=0.
- ) ) h )
Observatia 6.2.2. In particular, fie X =R", he R", h#0 si s :m versorul lui /.
Atunci
dc#
0,7 (¥,)= ds (Vo) s
unde —— (y,) este derivata lui &# dupa directia lui s in y,. Asadar, notiunea de variatie

intai este o extindere a conceptului de derivata dupa o directie.

Ca si in cazul functiilor reale urmatoarea teoremd furnizeaza o conditie necesara de

extrem.

Teorema 6.2.1. (Teorema lui Fermat). Fie X un spatiu vectorial normat, Ac X o

multime deschisa si ¢ : A— Ro functionald. Dacd y,€ A este un punct de extrem local
pentru &# si daca ©# admite variatia intdi in y, pe orice directie, atunci y, este punct

critic al lui o7 , adica

8,7 (5,)=0, Vhe X . (©)
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Demonstratie. Egalitatea (6) este evidentd pentru ~#=0,. S& presupunem acum ca
h#0, sicd y, este punct de minim local, in cazul in care y, este punct de maxim local
rationamentul fiind similar. Conform definitiei, existd >0 astfel incit pentru orice
ye AN B(y,,r) are loc &7 (y) =<7 (y,). Multimea A fiind deschisa, putem alege » >0
suficient de mic astfel incat B(y,,r)c A. Asadar, pentru orice ye B(y,,r) avem

o# (y)2# (y,). Deoarece pentru |l| <”%, y=y,+the B(y,,r), rezultd ca pentru orice

te [—”%,%”j are loc inegalitatea &7 (y, +th) 27 (y,) care, tindnd seama de (4), se mai

poate scrie sub forma ¢, (1) = ¢,(0), Vie (—”%,%”] . Conform teoremei clasice a lui Fermat

pentru functii de o variabila reald, rezulta cd ¢ (0) =0 sau, echivalent, 5,57 (y,)=0. =

In cele ce urmeaza, vom aborda problema determinarii punctelor critice (stationare)

pentru functionale concrete.

b
6.3. Functionale de tipul =7 (y)= jF(x, v,y )dx

Fie D c R’ o multime deschisd, F: D — R o functie de clasi 7" si I =[a,b]CR.
De asemenea, fie
7 ={ye & "(LR)| (x.y(x).)'(x))e D, Vxe I},

Consideram functionala o7 : 77 - R,
b
()= [F(x,3,)dx, Vye 7 . (1)

Aceastd functionald depinde de F .

Lema 6.3.1. Multimea & este deschisd in spatiul Banach " (I;R).
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Demonstratie. Fie y,€ &/ oarecare. Cum functia vectoriald
x = (x,,(x), y(x)): 1 > DR’
este continud, rezultd cd multimea K ={(x,y,(x),y;(x));xe [} c D este compactd. Fie
r=d(x,CD)=inf{d(M,N);M e K,Ne CD}. Deoarece KNCD =, K este compacta si

CD este inchisa, rezulta ca >0 (vezi [8], Teorema 5.2.1, pag. 100). Vom arita ca

B( yo;%) C @7, de unde varezulta ca &7 este o multime deschisa. Fie ye B( yo;g) . Atunci

[y = ol =sup|y(0) = yy (0] +sup | () - ¥ ) < %

In particular, avem

[9(0) = 3y ()| + [ () = ¥ ()] < 5 Vxel. 2)

Fie xe I oarecare fixat, M (x, y,(x),y,(x))e K si P(x,y(x),y’(x)). Avem

d(M, P) = \J()(x) = 3, (x))* + (/' (x) = ¥ () <|p() = 3, ()] + ]y (2) = ¥ ()| < g

Cum d(P,K)<d(P,M), rezultd ca d(P,K)< % Din aceastd ultimd inegalitate

deducem ca Pe D, pentru ca, in caz contrar, Pe CD si d(P,K)>d(CD,K)=r, ceea ce

este absurd.
In definitiv, am aratat ci dacd ye B(yo;g) , atunci (x, y(x),y (x))e D, Vxe I, deci

y€ &7 . Cu aceasta, lema este demonstratad. m

Ne punem problema determinarii functiilor din &7 care realizeaza un extrem al

functionalei (1) pe aceasta multime. Conform teoremei lui Fermat, daca y, € &7 realizeaza un
extrem al functionalei (1) pe &7, atunci, in mod necesar
8,7 (5)=0, Vhe #V(I;R).

In practica se pune problema determinirii punctelor de extrem ale functionalei (1) cu

capete fixe. In acest caz, fie ¢,d € R numere date si

o ={ye Z | ya)=c, y(b)=d},
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cunoscutd sub numele de multimea functiilor admisibile ale problemei. Este usor de constatat

cd, daca se cunoaste o functie y,€ %, atunci orice altd functie ye oo este de forma
y=Y,+h, unde h(a)=h(b)=0. Prin urmare, daca y,e€ o¥ realizeazd un extrem al

functionalei (1) pe multimea functiilor admisibile, atunci, Tn mod necesar

8,7 (¥,)=0, Vhe #V(I;R), h(a)=h(b)=0.

Pentru rezolvarea problemelor de extrem pentru functionala (1) este util urmatorul

rezultat.

Lema 6.3.2. (Lema fundamentald a calculului variational). (Lagrange). Fie

f:[a,b] > R o functie continua cu proprietatea ca pentru orice functie h:[a,b] > R, de

clasa # pe [a,b], cu h(a)=h(b) =0, satisface conditia

[ F@hxdx=0. (3)

Atunci f(x)=0, pentru orice x€ [a,b].

Demonstratie. Functia f fiind continud, este suficient sd aratdm ca f(x) =0, pentru
orice x€ (a,b). Presupunem, prin absurd, cd f nu este identic nula pe (a,b), deci exista
ce (a,b) astfel incat f(c)# 0. Fard micsorarea generalitatii, putem presupune ca f(c)>0.
Functia f fiind continud in punctul ¢, pentru orice € >0 existd § =J(g) >0 suficient de
mic, astfel incat J =[c¢—3J,c+ ] < (a,b) si pentru orice xe J , avem |f(x) —f(c)| <eg. Altfel

spus, pentru orice xe J au loc inegalititile f(c)—€< f(x)< f(c)+¢. In particular, pentru

1 e o : - . A
£ :3 f(c) rezulta ca exista un interval corespunzitor J =[c—0J,c+ ] astfel incat pentru

orice xe J avem f(x)= % f(c). Fie functia
(x—c+0)(x—c—0)*, dacixe J
h(x)= :
0, dacaxe J

Se verifica usor ca functia 4 satisface conditiile din enuntul lemei. In plus, folosind

teorema de medie, rezulta ca
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c+8 c+8

If@%@ﬁﬁ=IﬂnMﬂMZ%ﬂdIMﬂM=f@M@W>m
a =0 =0

unde e (¢c—3J,c+0), ceea ce contrazice (3). =
Observatia 6.3.1. Lema lui Lagrange ramane valabild daca functia # din enuntul
lemei este o functie de clasi # ', k=1, pe [a,b], care se anuleazd in a si b impreuni cu

derivatele sale pana la ordinul k-1 inclusiv. Este suficient sa luam

h(x)=(x—c+0)*(x—c—08)*, daci xe J .

Lema 6.3.3. (Du-Bois-Raymond). Fie f:[a,b)]—> R o functie continua cu
proprietatea cd pentru orice functie h:[a,b]— R, de clasa % pe [a,b], cu

h(a) =h(b) =0, satisface conditia
[ reor Godx=0. (4)

Atunci functia f este constantd pe intervalul [a,b].

Demonstratie. Fie
hila,b] >R, h(x):j(f(t)—c)dt,
unde ¢ este o constanta care se determind din conditia 4(b) =0, deci
1 b
c=——/|f(x)dx.
b_g{f()

Este clar ca functia 4 astfel construita este de clasid # " pe [a,b], satisface conditiile

h(a)=h(b)=0 si k'(x)= f(x)-c. Atunci

QY — >

(S =c) dx=[(f(@)—c) W (x)dx=

= [ £ N (x)dx—c[ ' (x)dx = 0— [ A(b) ~ h(@)] = 0.

Integrantul fiind pozitiv si functia f continud, rezultd ca f(x)=c, Vxe[a,b]. m
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Corolarul 6.3.1. Daca P,Q :[a,b] — R sunt functii continue care satisfac

[P(x)h(x)+ O(x)h (x)]dx =0

QX — >

pentru orice functie h de clasa %" pe [a,b], cu h(a)=h(b)=0, atunci functia Q este

derivabila si Q'(x) = P(x), Vxe[a,b].

Demonstratie.  Fie functia f :[a,b] >R, f(x)= J. P(¢)dt. Aceasta functie este

derivabild si f’(x)=P(x), Vxe[a,b]. Conform ipotezei, pentru orice functie 2 de clasa

# " pe [a,b], cu h(a)=h(b)=0,avem

[/ (0)h(x)+ O(x)k (x)]dx =0,

R —

de unde, integrand prin parti, obtinem
b b b
JO@H (x)dx == £ ()h(x)dx = [ £ () (x)d.
In consecinta

[0() = f(0)IH (x)dx =0.

R —

Conform Lemei 6.3.3, rezultd ca functia Q- f este constantd pe [a,b], deci

O'(x)= f(x)=P(x), Vxe[a,b]. m

Teorema 6.3.1. (Teorema lui Euler). Fie D cR® o multime deschisd, F:D —R o
functie de clasa ", I =[a,b]cR §i 7 ={ye %(1)(1;R)‘ (x,y(x),y'(x))e D, Vxe I}.

Fie, de asemenea, functionala o7 : 7 - R,

b
pf(y):IF(x,y,y')dx, Vye & .

Daca functia y,€ o/ ={ye & | y(a)=c, y(b)=d} realizeaza un extrem al

functionalei o7  pe multimea  functiilor  admisibile o%, atunci functia
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F , PR . . . .
X %(x, Vy(x),vi(x)) este de clasa & pe [a,b] si functia y, verificd ecuatia
A4

diferentiala

oF d(oF
= Vi * (5)
dy dx\dy

Demonstratie. Fie h o functie de clasi # " pe [a,b], care satisface conditiile la

limitd 4(a)=0, h(b)=0 si functia g, ;[-_,%”

”]: ] — R, ¢,(t)=c7 (3, +1th). Variatia intai

a functionalei o7 este 6,07 (y,) =@, (0), deci

8,77 (y) = %[ [ F (.3, (0) + th(0), y () + th’(x))dx]

t=0

J %(F(x,yo(x)+th(x),y(')(x)+th’(x))) }dx=

dy

[ a—F(x,yo(x),ya<x))-h<x>+g—f,(x,yo<x>,y;(x)>-h’(x)}dx.

Conform teoremei lui Fermat, 8,57 (y,) =0, pentru orice functie /4 de clasa 7" pe

[a,b], care satisface h(a)=0, h(b)=0, deci

/ B—F(x’ 30 0)h0)+ 2L (3,7, (o), yé(x))-h’(x)}dx =0.
a4 dy

a

Concluzia teoremei rezulta din Corolarul 6.3.1. =

Asadar, teorema lui Euler ne da o conditie necesara de extrem, cu care problema poate
fi complet rezolvata in multe cazuri. Problema conditiilor suficiente de extrem depaseste

cadrul acestui curs si nu o vom aborda.

Ecuatia diferentiald (5) se numeste ecuatia lui Euler-Lagrange asociatd functionalei
o7 . Solutiile ecuatiei diferentiale (5) se numesc extremale. Ele sunt susceptibile de a fi

puncte de minim pentru functionala &7 .
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Observatia 6.3.2. Daci functia F e # ¥ (D), derivand in raport cu x termenul drept

al ecuatiei (4), aceasta devine
o’F , OJ°F , 0°F OF
AVt Yt ———=0
dy dydy oxdy” dy

2

Rezulta ca, daca nu este identic nuld, atunci ecuatia diferentiala (4) este o ecuatie

72

diferentiala de ordinul al doilea, deci solutia sa generald depinde de doud constante arbitrare.
Aceste constante se determind folosind conditia suplimentard a problemei: curba

cautata trebuie sa treacad prin doud puncte date.

Exemplul 6.3.1. Si se determine extremalele functionalei
2
7 (y) = [(Fy”? +12)")dx
1

care satisfac conditiile la limita y(1) =1, y(2)=8.

T ’ ’ F F ’
In acest caz F(x,y,)")=xy7 +12)°, a—=24y, a—,=2x2y .
dy dy

In consecinti, ecuatia Euler-Lagrange va fi
24y —%(2x2y') =0 sau 24y—4xy'—-2x’y"=0.

Se ajunge astfel la ecuatia diferentiala de tip Euler

X’y +2xy =12y =0.

: s . ., d
Facem schimbarea de variabila x =¢' gi tinem seama ca y" =e™' d—y ,
t
, o dy dy ) . . - C e
Vi =e W d ) Atunci, ecuatia diferentiala Euler se transforma in ecuatia liniard cu
t t

coeficienti constanti

d’y dy
—2 4= _12y=0,
di?  de Y
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care are solutia y(¢) = C,e” + C,e™" . Prin urmare solutia ecuatiei diferentiale Euler este
; G . e e RN
y(x)=C,x” +—. Din conditiile la limitd obtinem C, =1, C, =0. Asadar, extremala cautatd
X

este y(x)=x".

2

Observatia 6.3.3. Sa presupunem ca =0. Atunci functia F' este de forma

/72

F(x,,5)=P(x,y)+0(x,»)y".
Ecuatia lui Euler devine

9P 90y 90 00y,
dy dy ox dy

adica

P _dQ
dy  ox ©)

Daca aceasta relatie este satisfacuta identic, atunci expresia de sub semnul integralei
[P(x,y)+0(x, y)yldx = P(x, y)dx + O(x, y)dy
va fi o diferentiala totald exactd, deci valoarea integralei depinde numai de capetele curbei, nu
si de drumul de integrare. In acest caz problema variational nu are sens.
Daca relatia (6) nu este satisfacuta identic, atunci ea defineste o curba bine
determinat, care, in general, nu va trece prin punctele date. In acest caz, problema
variationald nu are solutie. In anumite cazuri particulare, relatia (6) poate s dea solutia

problemei de extrem pentru functionala corespunzatoare.

Exemplul 6.3.2. Si se determine extremalele functionalei
2
o7 (y)= [ Bx—y)ydx,
1
care satisfac conditiile la limita y(1)=1, y(2)=8.

. , . Lo . F .
In acest caz F(x,y,y")=3xy— ", iar ecuatia lui Euler devine 8_ =0, adica
Y

. 3 . . . . .
3x—2y=0. Prin urmare, y(x)= Ex , care, in mod evident, nu satisface conditiile la limita.
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Cazuri particulare ale ecuatiei lui Euler

1) Functia F nu depinde de y .

[ F . . . .
In acest caz aa— =0 si ecuatia lui Euler devine
Y

afor)_,
dx\ 9y’ ’

oF
9y’

deci

C (7

este o integrald prima pentru ecuatia lui Euler.

Exemplul 6.3.3. Sa se determine extremalele functionalei
2
7 (y)= [y 1+ xy)dx,
1

care satisfac conditiile la limitd y(1)=3, y(2)=5.

In acest caz F(x,y,y)=y'(1+x*y"), deci F nu depinde de y . Conform celor de mai

. . . . , ., C-1
sus, extremalele functionalei satisfac ecuatia (6), adicd 1+2x’y" = C . Atunci )’ = By de
x

unde, prin integrare, gasim familia de hiperbole y = Q+ C, . Constantele C, st C, se
x

o . s . . 1
determind din conditiile la limita. Obtinem sistemul C, +C, =3, ECI +C, =5, care are

solutiile C;, =—4, C, =7. Extremala cautata este y(x)="7 _4 .
X

2) Functia F nu depinde de x .

In acest caz vom arata ca

oF
=C 8
ay/ ( )

F—y'
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este o integrald prima pentru ecuatia lui Euler.

Intr-adevir, deoarece F = F(y,y’) si tinind seama de ecuatia lui Euler, obtinem

succesiv:

d ,OF \ oOF , oF , oF , ,d|(oF
P R el el A =
dx dy dy ay dy dx

J 0F d(JF
=V|=——7|=571/70;
[ay dX[ayj]

de unde rezulta (8).

Exemplul 6.3.4. Si se rezolve problema brachistocronei. Altfel spus, sa se determine

extremalele functionalei

care satisfac conditiile la limita y(0)=0, y(a)=5.

7 ’ ’ \/l+ ? F ’ .
In acestcaz F(x,y,y)=F(y,y)= " Deoarece J = #, din (8)
Na N [y 1437
. J1+y7 ¥ . 1 1
obtinem - =C, care se mai scrie ———==C . Notand k =—,
NIENENES Jy1+3” C’
rezultd ca
_k
4 147

Punand )’ =ctgt, rezulticid y=ksin’ ¢t = %(l —c0s2t) . Atunci

B d_y _ ksin2t
Yy ctgt

dx =2ksin’ tdt = k(1—cos2t)dt .

Prin urmare
k }
x= 5(2t—s1n21)+kl .

Asadar, obtinem curbele sub forma parametrica
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x :§(2t—sin 2t)+k,

)
y :g(l—cos2t)

constantele k si &, fiind arbitrare si se determind din conditiile la limita. Ecuatiile (9) repre-

e o o . : . .k y
zintd o familie de cicloide generate prin rostogolirea unui cerc de razd — pe axa reala.

Punctele de intoarcere vor fi puncte de pe axa reala de abscise x =k, +2n7k, ne Z.

Cum, prin ipoteza, curba cdutata trece prin origine, va rezulta k&, =0. Constanta k se
determind din conditia y(a)=5.

b
6.4. Functionale de tipul =7 (y,z)= J‘ F(x,y,z,y,z")dx

Fie D c R’ o multime deschisd, F: D — R o functie de clasia # " si I =[a,h]c R
De asemenea, fie

T ={(3.2)e & V(LR (x,3(x),2(x), ¥ (x),7'(x))€ D, Vxe I},

Yi» V-2, Z, € R numere date si

ot ={(y,z)e 7 |y(a)=y1, y(b)=y,,z(a)=z,z(b)=z,}.

Consideram functionala o7 0/ >R,

b
F (3,2)=[F(x,3,2,5,2)dx. (1)

Aceastd functionald depinde de F . Multimea % se numeste multimea functiilor
admisibile.

Teorema 6.4.1. Dacd (y,z)e #V(I;R?) realizeazd extremumul functionalei (1) pe

F , ,
multimea  functiilor — admisibile, atunci functiile x> %(x, y(x), ' (x),z(x),z (x)),
Y
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X a—F(x, y(x), (%), z(x), 2’ (x)) sunt de clasa # ", iar functiile y si z verificd sistemul de

oz’

ecuatii diferentiale
oF _d(oF
dy dx\ 9y
a_Fzg(aF)'
oz dx\ o

Demonstratie. Fie (g,h)e #"(I;R*) care satisface conditiile la limitdi g(a)=0,

g(b)=0, h(a)=0, h(b)=0 si functia

2

r r
Py | — : - R, @)= (y+ig,z+1th).
o ( (. 1) (g,h)||J o

Variatia intai a functionalei (1) este J,, ,, o7 (y,2) = @, .. (0), deci

Ogny® (¥,2) = %[J‘ F (x, y(x)+1g(x), y'(x) +1g"(x), z(x) + th(x), z'(x) + th(x) )dx]

t=0

=] [%(F (3, () + g (), ¥ () +18' (), 2(0) + th(x), 2/ (x) + W ()))| [ =

t=0

J [aa_i (2, p(x), (%), 2(x), 2'(x) ) - g (x) + 3—§(x y(x), ¥ (%), 2(x), 2'(x) ) g'(x) |dx +

b
oF , , oF , , ,
+I {g(x,y(x),y (%), 2(x), 2'(x)) - h(x) +¥(x, y(x), y'(x),2(x),2'(x)) - h (X)}bh 3)
Conform teoremei lui Fermat, &, ,,# (y,z) =0, pentru orice functii g si & de clasa

1z pe [a,b], care satisfac g(a)=0, g(b)=0, h(a)=0, h(b)=0.
In particular, scriind O (¥,2)=0 pentru (g,0) respectiv (0,4) si tindind seama

de (3), obtinem:

J g_i(x,y<x),y’<x>,z(x),z'(x)) 8(x) +g—f,(x,y<x>,y’<x>, 2(x). 2'(x))- g’(xﬁdx =9,

j %_Z(an’(x), ¥'(x),2(x),2'(x)) - h(x) + gf, (%, y(x), Y (x), z(x),2'(x))- h'(x)}dz =0.
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Concluzia teoremei rezulta din Corolarul 1. =

Asadar, Teorema 6.4.1 da conditii necesare de extrem. Sistemul de ecuatii diferentiale
(2) se numeste sistemul Euler-Lagrange asociat functionalei (1). Curbele y si z care satisfac

sistemul (2) se numesc curbe extremale sau, simplu, extremale ale functionalei (1).

Observatia 6.4.1. 1) Daca functia F' nu depinde explicit de y sau z, atunci sistemul

(2) admite, in mod evident, integralele prime

= C respectiv

a -_—
ay

¢
4

2) Daca functia F' nu depinde explicit de x, atunci sistemul (2) admite integrala

prima

,0F ,0F
o Rt Wit
dx ay 0z

,OF ,d(oF) ,oF ,d[aFj
-z -z — =0,
0y oz dx\ oz

oF , oF , oF , OF ,
=—Yy +—2z + P4 + e
dy oz ady 0z

yay, J’a

deoarece y si z care satisfac sistemul Euler-Lagrange.

Exemplul 6.4.1. Si se determine extremalele functionalei
7 (1,2) = [Qyz =2y +) =2)dx,
0

care satisfac conditiile la limita y(0)=0, y(x)=1, z(0)=0, z(x)=1.

Deoarece F(x,y,z,),z)=2yz—2y" +y”? =z, sistemul Euler-Lagrange devine:
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oF d(oF ,
o o0, 4y-2y"=0
dy dx{f)y’] Y
a—F—i[a}ij:2y—2z"=O

Jz dx\oz

Din sistemul y"+2y—z=0, z”+y =0, eliminidnd pe z, obtinem ecuatia diferentiala
y" +2)"+y =0, a cirei solutie generali este

y(x)=C, cosx+C,sinx+x(C,cosx+C,sinx).

. - . : 1 s :
Din conditiile y(0)=0, y(xz)=1, obtinem C, =0 si C, =——. In consecinta
/4

. . X
y(x)=C, smx+C4xsmx—;cosx .

Din prima ecuatie a sistemului rezulta ca
. . |
z(x)=C,sinx+C,(2cosx+xsinx)+—(2sinx—xcos x) .
V4

Folosind conditiile z(0)=0, z(x)=1, obtinem C, =0 si C, arbitrar. In concluzie,

curbele extremale cautate sunt:

. X
y(x)=C,sinx——cosx,
/4

. 1 ..
z(x)=C,sinx+—(2sinx —xcosXx) .
/4

b
6.5. Functionale de tipul = (y)= J F(x, 9,9, .., y")dx

Procedand ca in sectiunea 6.3, vom aborda probleme ale calculului variational, in care
functia de sub semnul integrald depinde nu numai de derivata de ordinul intai, ci si de
derivatele de ordin superior. Probleme de acest tip apar des in teoria elasticitatii. Prezentam,
pe scurt, un exemplu. Sd se determine forma axei unei grinzi incovoiate, cu anumite conditii
la extremitati. Aceastd problemd revine la gasirea extremumului energiei potentiale a
sistemului. Dar energia potentiald a unei grinzi incovoiate depinde de curbura. Prin urmare, in
aceastd problema se cautd curbele extremale in cazul in care functia de sub semnul integrald

depinde de derivatele de ordinul intai si de ordinul al doilea ale functiei necunoscute.
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Fie I=[a,b]cR, neN si fie #(I;R) spatiul vectorial real al functiilor
y:I =R declasi #, inzestrat cu norma
|y = sup|y(x)| + sup|y(x)|+ ...+ sup‘y(”) (x)‘ .
xel xel xel

Dacd F:[a,h]xR"™" — R este o functie datd, de clasi # ", considerim functionala

7 ¢ (L;R) >R,

b
F ()= [F(6,2,53 50y ). (1)

Problema pe care o vom aborda se enuntd in modul urmator. Dintre toate curbele
ye & " (I;R), care verificd conditiile la limiti:
@)=q, y(@=c,,..., y" (a)=c,,
yb)=d,, y(b)=d,,..., y""(b)=d,, (2)
sd se determine acea curba de-a lungul careia functionala (1) realizeaza un extremum.

Se constatd usor cd, dacd se cunoaste o functie y, € # " (I;R) care verificd conditiile
la limita (2), atunci orice altd functie ye #’(I;R) care verificd, de asemenea, conditiile la
limiti (2), este de forma y =y, +4, unde he #"(I;R) satisface conditiile la limita:

h(a)=0, '(a)=0,..., " "(a)=0,
h(b)=0, K'(b)=0,..., K" "(b)=0. 3)

Prin urmare, dacd y,e # "’ (I;R) realizeazd un extrem al functionalei (1) pe

multimea functiilor din # " (I;R) care satisfac conditiile la limita (2), atunci, in mod necesar
6,7 (1) =0,

pentru orice e # " (I;R) care satisface conditiile la limita (3).

Teorema 6.5.1. FieF :[a,b]xR"" =R o functie de clasi # ™" . Dacd functia
ye & (I;R) realizeazd un extrem al functionalei (1) pe multimea functiilor din

7 "(I;R), care satisfac conditiile la limitd (2), atunci functia y verificd ecuatia diferentiald

2 n
oF _dfoF) & foF, eyt O[9F (4)
dy dx\dy') dx“\oy dx" oy
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Demonstratie.  Vom arata cd functionala (1) admite variatia intdi in orice punct

ye & (I;R), dupi directia oricirui he # " (I;R). Intr-adevar

t=0

b
:I 8_F‘h+aF,.h,+ali'h,,+ IF
ady dy dy ay(")

a

o d 5 ’ ’ (n) (n)
5hp/(y)za[£F(x,y+th,y + i,y +th™ )

Sa presupunem acum ca functia / satisface conditiile la limita (3). Integrand prin

parti, pentru orice k, 1<k <n, obtinem

ja 0 Oy = J‘ [a (k>j'h(k_l)dx:

L d*( oF oF
J (e e e

In consecintd, avem
oF d|(oF d" ( oF
0,57 _— " -hdx.
& (y) ‘[|: dx(ay ] n(ay(n)J}

Deoarece J,o7 (y)=0 pentru orice functie % de clasd & pe [a,b], care satisface

h(a)=0, h(b)=0, din lema fundamentald a calculului variational rezultd ca functia y

satisface ecuatia diferentiald (4). m

Prin urmare Teorema lui 6.5.1 da o conditie necesara de extrem. Ecuatia diferentiala
(4) se numeste ecuatia Euler-Poisson asociatd functionalei (1). Solutiile acestei ecuatii se

numesc curbe extremale sau, simplu, extremale ale functionalei (1).

Exemplul 6.5.1. Si se determine extremalele functionalei
1
7 (y)= [ =2y" =y +y")dx,
0

care satisfac conditiile la limitd y(0)=1, »’(0)=0, y(1)=chl, y’(0)=shl.
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2 ’ ” ’ ’ ” F ’
In acest caz F(x,y,),y")=2yy —2y2—y2+y ’, ?)_:2); -4y,
Y
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oF oF

=2y-2y’, — =2y". In consecintd, ecuatia Euler-Poisson asociatd functionalei este

a9y’ dy

2y —4y —%(2)} -2y)+ (?x—zz (2y")=0 sau y”" +3”"—2y=0. Ecuatia caracteristici a acestei
ecuatii diferentiale este r* +7> -2 =0 si are radacinile . =1, r,=—1, r,=iv2, r, =—iv/2 .
Atunci solutia generald a ecuatiei Euler-Poisson va fi
y(x)=Ce" +C,e™ +C;cos V2x+ C, sin V2x.
Tinand seama de conditiile la limita, este util sd scriem aceastd solutie generala
folosind functiile hiperbolice. Deoarece e =chx+shx si e =chx—shx, atunci, notand
k=C+C,, k,=C,—C,, rezulta ca solutia generald a ecuatiei Euler-Poisson se poate scrie

sub forma
y(x) = k,chx + k,shx + C, cos V2x+ C,sin V2x.
Folosind conditiile la limita, ajungem la sistemul algebric liniar &k, +C, =0,
k, +~/2C, =0, kchl+kshl+C,cosv/2+C,sinv/2 =chl, kshl+k,chl—~/2C,sin~/2 +
+\/§C4 cos~/2 =shl. Rezolvand acest sistem, obtinem k=1, k,=0, C;=0, C,=0. Prin

urmare, extremala cautatd este y(x)=chx.

Ju Ju

s N 0~ dxd
ox 8y) 4

6.6. Functionale de tipul 7 (u) = HF( X, V.U
D

. 2 . - . e o e e A [ -
Fie DcR” un domeniu marginit, a carui frontierd este curba inchisa, netedd pe

portiuni C, U c R® o multime deschisid si F:U — R o functie de clasd #'. Fie
7 ={ue 7 (D;R) |(x y,u(x, y) (x y) (x y)je U,Y(x,y)e Dj.
Consideram functionala o7 : 77 - R,
F ()= jF(x y,u(x, y) o y) (x »)dxdy, (1)

Se poate demonstra ca multimea <7 este o submultime deschisd a spatiului normat

#"'(D;R).Daca g este o functie dati pe curba C, fie
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ot ={ue 7; ul, =g}
Este clar cd, daca functia u, € o este cunoscuta, atunci orice altd functie ue o
este de forma u =u,+ 4, unde h|c =0.

Ne punem problema determinarii punctelor de extrem ale functionalei (1) pe multimea

o . Pentru rezolvarea acestei probleme sunt utile urmatoarele rezultate.

Lema 6.6.1. Fie f:D — R o functie continud cu proprietatea cd pentru orice functie

h de clasd ¢ pe o multime deschisd ce contine D, cu h - =0, satisface conditia

[] £ 3)h(x, y)dxdy = 0. 2)

D

Atunci f(x,y)=0, pentru orice (x,y)e D.

Demonstratie. Functia f fiind continud, este suficient sd aratdim ca f(x,y)=0,
pentru orice x€ D . Presupunem, prin absurd, ca f nu este identic nuld pe D, deci exista
(a,b)e D astfel incat f(a,b)#0.Fara micsorarea generalitatii, presupunem ca f(a,b)>0.

Functia f* fiind continud in punctul (a,b), pentru orice € >0 existd » >0 suficient de
mic, astfel incat V = B((a,b);r) < D si pentru orice (x,y)eV , avem |f(x, y)—f(a,b)| <E.

Altfel spus, pentru orice (x,y)eV au loc inegalititile f(a,b)—e< f(x,y)< f(a,b)+¢. In

particular, pentru .S‘:% f(a,b) rezulta ca exista o bilda corespunzitoare V = B((a,b);r)
astfel incat pentru orice x€ V' avem f(x,y)> % f(a,b) . Fie functia

2 2 2)\? <
Hry) = ((x—a)’ +(z=b)’-#*)", dacixe v
0, dacaxe V
Se verifica usor ci functia 4 satisface conditiile din enuntul lemei. In plus, folosind

teorema de medie pentru integrala dubla, rezulta ca

[] £ e »)h(e, yydedy = [[ £ (x, 9)h(x, y)dedy >

D

> % f(a,b) jV j h(x, y)dxdy = % fla,b)h(x,7) - 7r >0,
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unde (x,y)e V', ceea ce contrazice (2). m

Corolarul 6.6.1. Daci P:D — R este o functie continud, iar Q siR sunt doud

functii de clasd #" pe o mulfime deschisd care contine D, care satisfac
oh oh
TP e, )G, 9)+ 0, 9) 206, )+ R, ) 20 (3, y)ldxdy = 0 (3)
) x ay
pentru orice functie h de clasd &' pe o multime deschisd ce contine D, cu h - =0, atunci

P(x,y) =aa—f(X,y)+g—§(x,y), V(x,y)e D.

Demonstratie. Deoarece

oh _oh 0 0 00 ., OR
PR =% ony+ L (R -Z=n-2L,
Q dy Ox © )+ay( ) ox dy

rezulta ca
ah oh 0 0 00, OR
R—]dxdy = || [ (Qh) +— (Rh)]dxdy — || [ = h+—h]dxdy .

ﬂ[Q 5, 1o IDj[ax(Qﬂay( )ldxdy JDj[ax +, ldsdy

Conform formulei Green-Riemann si tindnd seama ca h|c =0, rezultd
d d

I [ (Oh)+= - (Ri)ldxdy = $(—Rh)dx+(Qh)dy =0.

50X ay ’
Asadar

oR
”[Q—+R :—H[ h+gh]dxdy.

Inlocuind in (3), obtinem

TP~ 22 (6,00~ S x lhe, ydsdy =0,
) X y

pentru functie / de clasi #', care satisface h|C =0. Corolarul rezultd din Lema 6.6.1. m

Teorema 6.6.1. Daca functia ue o realizeaza un extrem al functionalei (1) pe
multimea functiilor admisibile, atunci functia u verifica ecuatia cu derivate partiale

or_afor) afor)_ "
du ox\du, ) dy|adu,
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ou ou
unde u, =—,u, =—.
ox 7 dy

Demonstratie. Fie h o functie de clasa #', care satisface h| =0 si functia

o, :[—L,L] —->R, @)= (u+th). Variatia intdi a functionalei (1) este

0,07 (u)=¢,(0), deci

_ d au ah Ju oh
8.7 w)=—| (| F| x,v,u+th,— {— dxd
0=, (H (”“ n ey y]

ou oh du  oh
:” {F(x you+thy—+t—,— t—ﬂ
- dx ox dy Iy »

t=0

dxdy =

4

dt
_ aF 8h+8F oh xd
au dx du, dy

Deoarece 8,27 (u)=0 pentru orice functie 4 de clasd #' care satisface h| =0,

obtinem ca

jj OF O O O Ohly4y=0, Vhe &, h. =0.
du  du, dx du, dy

Teorema rezulta din Corolarul 6.6.1. m

Si in acest caz, Teorema 6.6.1 da o conditie necesara de extrem. Ecuatia cu derivate
partiale (4) se numeste ecuatia Euler-Ostrogradski asociata functionalei (1). Solutiile acestei

ecuatii se numesc suprafete extremale sau, simplu, extremale ale functionalei (1).

Exemplul 6.6.1. Fie DcR”* un domeniu mirginit, a cirui frontierd este curba
inchisd, netedd pe portiuni C si f:D—>R o functie continud datd. S& se determine

extremalele functionalei

o7 ()= [[ @] +16] +2 fir) dxdy, (5)

care satisfac u| - =&, g fiind o functie data pe curba C.
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) 2
Deoarece F(x,y,u,u u,)=u, +u, +2 fu,avem

a—F=2f, a—F=2ux, a—F=2u),
ou ou. ou !

X y

deci ecuatia Euler-Ostrogradski este
d d
2f—Qu.)——Qu )=0,
S5 Cu) ay( »)

adica

u u
a T

Prin urmare, problema determinarii extremalelor functionalei (5) conduce Ila

rezolvarea problemei Dirichlet

{Auzf
ul. =g’

6.7. Extreme conditionate ale functionalelor

Fie X un spatiu normat si F,G: X — R doud functionale care admit variatia Intai In

orice punct din X. Se numeste extrem al lui F conditionat de G, orice punct de extrem local al

lui F care satisface legatura G(y)=C, ye X, C fiind o constanta data.

Teorema 6.7.1. Fie y, un punct de extrem al lui F conditionat de G, care nu este
punct critic pentru G. Atunci, exista A€ R astfel incdt y, sa fie punct critic pentru

functionala F + AG.

Demonstratie. Deoarece y, nu este punct critic pentru G, existd /e X astfel Incat
8,G(y,)#0.Fie he X arbitrar. Considerim functiile f,g:R* — R date de
f(@,s)=F(y, +th+sl), g(t,s)=G(y, +th+sl)-C.
Daca y, este punct de extrem al lui F conditionat de G, rezulta ca (0,0) este punct de

extrem local al lui f; cu legitura g(¢,s)=0. In plus,
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?9_8-(0,0):111,13 g(O,S)—g(0,0) = lim G(yo +Sl)_G(y0) =5,G(y0)¢0
S §—>

Ky s—0 Ky
Conform metodei multiplicatorilor lui Lagrange pentru extreme cu legaturi, exista

Ae R astfel incat (0,0) este punct critic al functiei ¢ = /' + Ag . Asadar
L% 99
—(0,0)=0, —-(0,0)=0.
Ey (0,0) ™ (0,0

In consecinta,

5;,(F+/1G)(yo):1ir{)1 F(y0+tht)_F(y0)+/llim G(y0+l‘h)—G(y0)

t—0 t
:hmf(too)_f(ovo)_'_lhmg(tao)_g(o?o) :a_

@ —
=0 t =0 t ot (0,0)=0.

Prin urmare, y, este punct critic pentru functionala ¥ +AG. m

Exemplul 6.7.1. Sa se gaseasca curba plana situata in semiplanul superior, care trece

prin punctele 4(—1,0) si B(1,0), de lungime />2 , astfel incat aria cuprinsa intre aceasta
curba si segmentul [ 4B] sa fie maxima.

Daca y=y(x), xe[-11], este ecuatia curbei cautate, atunci aria determinatd de

aceastd curba si axa Ox, va fi
F(y)=jde- (1)
-1
Conditia ca lungimea arcului de curba sa fie /, este
G(y)=j 1+y"dx=1. (2)
-1

Fie #'([-1,1];R) spatiul Banach al functiilor y:[-1,1]—> R, de clasd #', care
satisfac conditiile y(-1)=0, y(1)=0. Asadar, F,G:% '([-1,1];R) > R, sunt date de (1)
respectiv (2).

Problema revine la a gasi functia ye %' ([-1,1;R), maxim local al functionalei F,
care satisface conditia G(y)=1/. Conform teoremei 6.7, existd A€ R astfel incat y este punct

critic al functionalei H = F + AG,

H(y)zj-(y+ﬂ,\/1+y'2 )dx.
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Ecuatia lui Euler corespunzatoare functionalei H, este:

0 A
dx [1 + y 12 ’
deci

'

Ay

Rezolvind in raport cu y', gasim

=x+C,.

- x+C,
A -(x+C)

Integrand, obtinem

y+C, =F A = (x+C)’

sau, prin ridicare la patrat,
(x+C)’ +(y+C,)’ =A%, C,,C, = const. 3)
Prin urmare, curbele cautate sunt cercuri de razd A si cu centrul in punctul
(=C,,—C,) . Punand conditiile ca aceste cercuri sa treaca prin puntele 4 si B si ca lungimea

curbei sa fie /, se ajunge la

-1+C)+C; =1
A+C)Y+Cl ="

deci C, =0, C, =44’ —1. Ecuatia (3) devine

¥ H(yEJA =1 =47,

deci

y(x)zi\/ﬁ,2 —x’ ix/lz -1
si
X

YO =T

Conditia (2) conduce la
1
[= J‘de = 2/121rcsinl
1V /12 - x2 ﬂ’

sau
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%: sin%. 4)

A ) . < . .
Notand ¢ = Px se constata ca aceasta ecuatie devine
: 2
sint==t¢.
[
Panta tangentei In #=0 la graficul functiei y =sin¢ este 1, In timp ce dreapta de

. 2 . 9 . .
ecuatie y = 7t are panta m = 7 <1, deci graficele celor doud functii au cel putin un punct de

intersectie diferit de origine. Prin urmare, ecuatia (4), transcendenta in A, are o solutie A =4,

si C, =421,
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